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Kísérleti móduselemzés

i. pont

1. pont 2. pont j. pont M. pont

… …

FRFI,1 FRFI,2 FRFI,J FRFI,M

• A mérés menete:

• A mért átvitelek (frekvenciaválasz-függvények – FRF):

Referenciapont:

Gerjesztési pontok:
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Kísérleti móduselemzés

• Cél a mért 𝐹𝑅𝐹𝑖𝑗 átvitelekből a rendszer módusainak a meghatározása 𝐻𝑖𝑗 𝑠 illesztésével

𝐻𝑖𝑗 𝑠 =
σ𝑘=0
𝑚 𝑎𝑖𝑗𝑘 𝑠

𝑘

σ𝑘=0
𝑛 𝑏𝑘 𝑠

𝑘
= ෍

𝑘=1

𝐷
𝑟𝑖𝑗𝑘

𝑠 − 𝜆𝑘
+

𝑟𝑖𝑗𝑘
∗

𝑠 − 𝜆𝑘
∗ , 𝑟𝑖𝑗𝑘 = 𝛼𝑘𝜑𝑖𝑘𝜑𝑗𝑘 , 𝜆𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑗2𝜋𝑓𝑘

− 𝑓𝑘 sajátfrekvenciák

− 𝜎𝑘 csillapítási együtthatók Modális paraméterek

− 𝝋𝑘 módusalakok

• Példa a motorházra:

𝑓1
𝑓2

𝑓3
𝑓4

𝜑2,1 𝜑2,2
𝜑2,3

𝜑2,19

… 

𝝋2
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Önálló laboratórium 1: LSCE algoritmus

• Szorosan csatolt rendszerek esetén pontatlan illesztést ad

• A vizsgálandó frekvenciatartomány kiválasztására rosszul reagál: időtartományban szivárgás léphet fel

𝐼𝐷𝐹𝑇
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RFP algoritmus (Rational Fraction Polynomials)

• Frekvenciatartománybeli algoritmus (nincs szükség IDFT-re)

Illesztendő modell Mért átvitel

𝐻𝑚 𝑗𝜔𝑖 =
𝑎0+𝑎1 𝑗𝜔𝑖

1+⋯𝑎𝑚 𝑗𝜔𝑖
𝑚

𝑏0+𝑏1 𝑗𝜔𝑖
1+⋯ 𝑗𝜔𝑖

𝑛 𝐹𝑅𝐹𝑚,𝑖 = ℎ𝑖

• Hibakritérium: 𝑒𝑖 =
𝑎0+𝑎1 𝑗𝜔𝑖

1+⋯𝑎𝑚 𝑗𝜔𝑖
𝑚

𝑏0+𝑏1 𝑗𝜔𝑖
1+⋯ 𝑗𝜔𝑖

𝑛 − ℎ𝑖

• Módosított hibakritérium 𝑒𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑗𝜔𝑖
1 +⋯𝑎𝑚 𝑗𝜔𝑖

𝑚 − ℎ𝑖 𝑏0 + 𝑏1 𝑗𝜔𝑖
1 +⋯𝑏𝑛−1 𝑗𝜔𝑖

𝑛−1 − ℎ𝑖 𝑗𝜔𝑖
𝑛

• Mátrixos elrendezés: 𝑬 =

𝑒1
𝑒2
⋮
𝑒𝑁

= 𝑷𝒂 − 𝑻𝒃 − 𝒘

𝑷 =

1 𝑗𝜔1 𝑗𝜔1
2 … 𝑗𝜔1

𝑚

1 𝑗𝜔2 𝑗𝜔2
2 … 𝑗𝜔2

𝑚

⋮ ⋱ ⋮
1 𝑗𝜔𝑁 𝑗𝜔𝑁

2 … 𝑗𝜔𝑁
𝑚

𝑻 =

ℎ1 ℎ1(𝑗𝜔1) ℎ1 𝑗𝜔1
2 … ℎ1 𝑗𝜔1

𝑛−1

ℎ2 ℎ2(𝑗𝜔2) ℎ2 𝑗𝜔2
2 … ℎ2 𝑗𝜔2

𝑛−1

⋮ ⋱ ⋮
ℎ𝑁 ℎ𝑁(𝑗𝜔𝑁) ℎ𝑁 𝑗𝜔𝑁

2 … ℎ𝑁 𝑗𝜔𝑁
𝑛−1

𝒂 =

𝑎0
𝑎1
⋮
𝑎𝑚

𝒃 =

𝑏0
𝑏1
⋮

𝑏𝑛−1

𝒘 =

ℎ1 𝑗𝜔1
𝑛

ℎ2 𝑗𝜔2
𝑛

⋮
ℎ𝑁 𝑗𝜔𝑁

𝑛
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RFP algoritmus – a hiba minimalizálása

• Négyzetes hibakritérium: 𝐽 = 𝑬∗ 𝑡𝑬 = 𝑷𝒂 − 𝑻𝒃 − 𝒘 ∗ 𝑡 𝑷𝒂 − 𝑻𝒃 − 𝒘

•
𝜕𝐽

𝜕𝒂
= 2 𝑷∗ 𝑡𝑷𝒂 − 2𝑅𝑒 𝑷∗ 𝑡𝑻𝒃 − 2𝑅𝑒 𝑷∗ 𝑡𝒘 = 𝟎 → 𝑷∗ 𝑡𝑷 𝒂 − 𝑅𝑒 𝑷∗ 𝑡𝑻 𝒃 = 𝑅𝑒 𝑷∗ 𝑡𝒘

𝒀 𝑿 𝒈

•
𝜕𝐽

𝜕𝒃
= 2 𝑻∗ 𝑡𝑻𝒃 − 2𝑅𝑒 𝑻𝑡𝑷∗𝒂 − 2𝑅𝑒 𝑻∗ 𝑡𝒘 = 𝟎 → −𝑅𝑒 𝑻𝑡𝑷∗ 𝒂 + 𝑻∗ 𝑡𝑻 𝒃 = 𝑅𝑒 𝑻∗ 𝑡𝒘

𝑿𝑡 𝒁 𝒇

𝒀 | 𝑿
− | −

𝑿𝑡 | 𝒁

𝒂
−
𝒃

=
𝒈
−
𝒇

• Az 𝒂 és 𝒃 innen már kiszámítható lenne de a többnyire numerikusan instabil az egyenletrendszer
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RFP algoritmus – ortogonális polinomok

• A modellben 𝑗𝜔𝑖
𝑘 helyett legyen 𝜙𝑘(𝑗𝜔𝑖) a számlálóban és 𝜃𝑘(𝑗𝜔𝑖) a nevezőben

• Ortogonalitás σ𝑖=1
𝑁 𝜙𝑘

∗ 𝑗𝜔𝑖 𝑤𝜙,𝑖𝜙𝑗 𝑗𝜔𝑖 = ቊ
0, 𝑘 ≠ 𝑗
0.5, 𝑘 = 𝑗

• 𝜙𝑘(𝑗𝜔𝑖) és 𝜃𝑘(𝑗𝜔𝑖) generálása Forsythe algoritmussal

Illesztendő modell Mért átvitel

𝐻𝑚 𝑗𝜔𝑖 =
𝑐0+𝑐1𝜙1(𝑗𝜔𝑖)+⋯𝑐𝑚𝜙𝑚(𝑗𝜔𝑖)

𝑑0+𝑑1𝜃1(𝑗𝜔𝑖)+⋯𝜃𝑛(𝑗𝜔𝑖)
𝐹𝑅𝐹𝑚

• Innen a lépések ugyanazok: 𝑬 hibakritérium vektor felírása, 𝐽 négyzetes hibakritérium minimalizálása, kompakt mátrixos alak felírása →

𝒄 = 𝒈 − 𝑿𝒅
𝑰 − 𝑿𝑡𝑿 𝒅 = −𝑿𝑡𝒈

𝒂 = 𝑴𝑎𝒄

𝒃 = 𝑴𝑏
𝒅
1
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RFP algoritmus – globális pólusok

• A 𝜆𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑗2𝜋𝑓𝑘 pólusok a teljes mért rendszerre mindenhol helytől függetlenül azonosak

• A pólusok a modell nevezőjében találhatóak

• Tehát a pólusok a 𝒃 együtthatókból számíthatóak ki

• A 𝒃 kiszámításánál minden mért M darab FRF-et egyszerre kell figyelembe venni

𝑰 − 𝑿𝑡𝑿 𝒅 = −𝑿𝑡𝒈 𝑼𝑚𝒅 = 𝒗𝑚

𝒃 = 𝑴𝑏
𝒅
1

𝑼′
𝑚

𝑏0
𝑏1
⋮

𝑏𝑛−1

= 𝒗′𝑚

𝑼′
1

−
𝑼′

2

−
⋮
−
𝑼′

𝑀

𝑏0
𝑏1
⋮

𝑏𝑛−1

=

𝒗′1
−
𝒗′2
−
⋮
−
𝒗′𝑀

𝐻𝑖𝑗 𝑠 =
σ𝑘=0
𝑚 𝑎𝑖𝑗𝑘 𝑠

𝑘

σ𝑘=0
𝑛 𝑏𝑘 𝑠𝑘

= ෍

𝑘=1

𝐷
𝑟𝑖𝑗𝑘

𝑠 − 𝜆𝑘
+

𝑟𝑖𝑗𝑘
∗

𝑠 − 𝜆𝑘
∗
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RFP algoritmus – lokális reziduumok

• A 𝑟𝑖𝑗𝑘 = 𝛼𝑘𝜑𝑖𝑘𝜑𝑗𝑘 reziduumok tartalmazzák a módusalak értékét a 𝑗-edik mérési pontban, így ez az együttható helyfüggő

• A reziduumok a modell számlálójában találhatóak

• Tehát a reziduumok az 𝒂 együtthatókkal állnak kapcsolatban

• Ezért az 𝑚-edik mért FRF-re illesztett modellek 𝒂𝑚 együtthatói eltérőek lesznek, külön kell őket számolni

ℎ𝑖,𝑚 =
σ𝑘=0
𝑝

𝑐𝑘,𝑚 𝜙𝑘 𝑗𝜔𝑖

σ𝑘=0
𝑛 𝑏𝑘 𝑗𝜔𝑖

𝑘

ℎ1,𝑚
ℎ2,𝑚
⋮

ℎ𝑁,𝑚

=

𝑧1,0 ⋯ 𝑧1,𝑝
⋮ ⋱ ⋮

𝑧𝑁,0 ⋯ 𝑧𝑁,𝑝

𝑐0,𝑚
𝑐1,𝑚
⋮

𝑐𝑝,𝑚

𝒉𝑚 = 𝒁𝒄𝑚
𝒂𝑚 = 𝑴𝑎𝒄𝑚

𝑧𝑖,𝑘 =
𝜙𝑘 𝑗𝜔𝑖

σ𝑘=0
𝑛 𝑏𝑘 𝑗𝜔𝑖

𝑘
=
𝜙𝑘 𝑗𝜔𝑖

𝑔𝑖

𝐻𝑖𝑗 𝑠 =
σ𝑘=0
𝑚 𝑎𝑚𝑘 𝑠

𝑘

σ𝑘=0
𝑛 𝑏𝑘 𝑠𝑘

= ෍

𝑘=1

𝐷
𝑟𝑚𝑘

𝑠 − 𝜆𝑘
+

𝑟𝑚𝑘
∗

𝑠 − 𝜆𝑘
∗
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Alkalmazási példa: RFP és LSCE összehasonlítása
RFP algoritmus LSCE algoritmus

1912 Hz 4134 Hz 4821 Hz 1936 Hz 4042 Hz 4735 Hz
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Köszönöm a figyelmet!


