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Bevezetés

A zenei hangszerek fizikai alapu modellezése a tudomany egnylag 0j, €s napjainkban

is dinamikusan fefido terilete. A jelfeldolgoz6 processzorok teljesitményének novekédese

a modell implementalasdhoz szilkséges hatékony algoritmusok mesgelasak a
kézelmultban tette leh&té a valodi hangszerek hangjanak fizikai alapu reprodukalasat. A
kutatok napjainkra jeletis eredményeket értek el ezen a terlileten, és egyre nyilvanvalobba
valnak a moédszer @hyei. Ennek kovetkeztében ugintk, hogy a kozeljodben a fizikai
modellezés lesz a hangszintézis eggikdnyvonala.

Napjainkban a hadros, valamint egyéb egydimenzids hullantiaee(pl. 1égoszlop)
épub hangszerek modellezése viszonylag kiforrottnak teki6theiz irodalomban jol
dokumentalt, és egyre tobb valos i(depegvaldsitas érh@tel. 1994-ben az disfizikai
modellezés szintetizator, a Yamaha VL1 megjelenését igen pozidszhiang kisérte. Ezzel
szemben a kétdimenzios hullamvéket is tartalmaz6 hangszerek (pl. dobok)
modellezésével csak a kozelmultban kezdtek el foglalkozni. Nivellonbésd membranok
egyeb kutatasi tertleteken is nagy jetsgggel birnak, szamos modell készuilt viselkedésuk
leiraséara, ugyanakkor a membranok hangszermodellezéssel kapcsolatkszésaaval még
az utdbbi években is csak igen kevesen foglalkoztak.

A kereskedelmi forgalomban kaphat6 dobgépek, dobszintetizatorokdd@se
altalaban dire felvett hangmintak visszajatszasan alapul. Néhany tipusbaRdjpind V-
Drum) ugyan a gyarté cég allitAsa szerint a hangminta alapfézzi kiegészitéseként
megjelenik a fizikai modellezésen alapulé hangszintézis, ugyandikadlag ilyen elven
mukddd dobszintetizator tudomasunk szerint még nem készlilt.

A kutatas soran edslleges célunk egy olyan fizikai alapi dobmodell felépitése volt,
amely alkalmas j6 missédi, a lehebségekhez képest valdsdigihangok |étrehozasara.
Célunk volt tovabba az is, hogy a modell altal generalt hang eét®4egyen, tehat pl. a
valodi dobokhoz hasonléan a membrant egymés utan két ku®risyen gerjesztve a
Iétrehozott hang is valtozzon.

A dolgozatban nem targyaljuk a dobtest, valamint a hangterjedés lezédének
kérdeéseit, ezek kébbi kutatasok targyat képezik. Ez a modell hasznalhatdésagat azonban csak
kismértékben befolyasolja, mivel véleménylnk szerint a dob haelgféorban a membran
viselkedése és a gerjesztés modja hatarozza meg. A dblgozar idedlis membran
modelljébe integraljuk a hangot leginkabb befolyasol6 téfketz Ezek kozil is kiemelkedik
a membran nemlinearis viselkedése, amelynek modellezésére, elleradce, hogy egyes
dobok hangja kifejezetten erre a jelenségre épil, csak a legujalthskltasoran tettek
kisérletet.

Az élethi hangzashoz nem csak maga a hangszer, hanem a gerjesgféekine
modellezése is sziukséges. A hangminta alapi megoldasoknak éppenerge gyntjuk:
egyetlen felvett hang lejatszasaval tokéletesen reprodukalhatjigb dangjat, de egymas
utan toébbszor lejatszva a valdsadiangzas illizidja szertefoszlik, mivel a valédi hangszerrel
ellentétben az egymast kddethangok azonosak. A szakirodalomban téargyalt dobmodellek
egyszeii gerjesztése (pl. kezdeti sebesség megadasa) szintén nexh vadasagh
eredményre Az altalunk és méasok altal elvégzett mérések alapjan arkéavetkeztetésre
jutottunk, hogy a megfelélhangzashoz a dobvemodellezése is sziikséges. A merev ruad
differencidlegyenletéd kiindulva felépitjuk a dobvér modelljét, valamint a membran és a
dobveb Utk6zésének modellezésével az eddigieknél jobb haigéget biztositd, Uj
modszert mutatunk be a dob gerjesztésének modellezésére.



A membranmodell analiziséhez altalaban valamely pontjanak déténé. a kitérés
idéfliggvenyeét fogjuk hasznalni, amely nyilvanvaléan nem azonos ajelélaamelyet egy
valodi dob hangjanak mikrofonnak tortérbgzitésével kapunk. Ez korlatozza a modell és a
valésag kvantitativ 6sszehasonlitasanak tefggjeit, de mint latni fogjuk, a modell jellemzése
szempontjabol Iényegesebb kvalitativ 6sszevetést nem akadalyozza.

Az el fejezetben nagy vonalakban bemutatjuk a hangszintézis ma hasznalt
modszereit, igy az olvaso képet kaphat a hangszerek jel-ikkifalapi modellezésénels f
iranyvonalairél. A masodik fejezetben a véges differencia modszeutatasa kovetkezik.
Ehhez, viszonylagos egys#sége miatt, az idedlis har modelljét fogjuk felhasznalni. A
harmadik fejezetben, a har modellezésének tanulsagait felhaszfedépitjuk a kor alaku
membran hangszintézisre alkalmas modelljét. A negyedik fbgzed dobvér, majd a
dobveb és a membran kozétti kélcsonhatas modellje keril ismertetésfégdelékben
kaptak helyet azok a képletek, levezetések, amelyek a targyalémdbimegértéséhez nem
feltétlentl szikségesek, valamint a modell megeértésétostATLAB kodrészletek. A
dolgozatban talalhaté levezetéseket az irodalomban szok&sosnétesetdben kozoljuk,
hogy a téma irant érdeldé olvaso a leirtak alapjan akar sajat maga is implemessdha
targyalt modellt. Az eredmények értékelését a mellékelt CRakalhaté hangmintdk és
animaciok seqitik.



1. A hangszintézis modszereinek attekintése

A huszadik szazadban az elektronika, majdBbs digitalis technika féjtlése lehdive tette
zenei hangok elektronikus uton tordéeoallitdsat. Szamos kulonb®maodszert dolgoztak ki

az additiv szintéziét a fizikai modellezésig. Ezek egy része leginkabb eddig neiotthal
mesterséges hangokoéllitdsara hasznalhatdé, de akadnak olyanok is, amelyek kival6an
alkalmasak valddi hangszerek hangjanak reprodukalasara. Az alabbiakbiggsseg igénye
nélkul, egy rovid attekintést adunk a hangszintézis napjainkban is hasduszereisl. A
hangszintézis modszereinek egy, az alabbiaktdl részbel eketalyozasa megtalalhaté a
[Smith, 2005] irdsban, részletes értékelésiik és 6sszehasonlitasuk pedig [Tolonerari998]

1.1. Jel alapu szintézis

Jel alapu szintézis esetén abbdl indulunk ki, hogy mit hallunk, tehaigszea hangjabol.
Valamilyen modszerrel megprébalunk egy olyan hangot létrehozniyaniehed legjobban
megkozeliti egy kivalasztott hangszer hangjat. Ezek a modszétalban viszonylag
egyszetien megvalosithatok valés diden is, ez indokolja elterjedtségiket. A legtobb
hangszer a jatéktechnikatol fisgmn szamos kiulénbézmodon képes megszélalni. Pl. egy
hosszan kitartott hegédang és a hurok pengetésével kapott hang egyaltalan nem hasonlit
egymashoz. A hangszerek tovabbi jelléjaz hogy a gerjesztés-valasz kapcsolat nemlinearis
(pl. egy dobot disebben megltve nem csak a hageanem a hang karaktere is valtozik). A
jel alapu szintézis a hangszerek e sajatossagait csakokottan tudja figyelembe venni,
leginkdbb egy konkrét megszodlalas reprodukélasara alkalmas. Egy telpgszermodell
létrehozasa a konkrét mods#éftiggoen nehézkes és korlatozott, ill. lehetetlen.

1.1.1. Additiv szintézis

Az additiv szintézis a periodikus jelek azon tulajdonsagabdl induhdgy felirhatok
kilonb6d frekvenciaja, fazisu és amplitiddju szinuszos jelek (harmonikusokg@sként.
Vannak olyan hangszerek, amelyek hangja a kezdeti tranziensek |esesentfn
periodikusnak tekinthét (pl. orgona), mig masok hangjaoken lecseng szinuszokkal
modellezhat. Ahhoz, hogy egy adott hangszer hangjéttabjuk allitani, ebszér meg kell
vizsgalnunk a spektrumét, illetve a spektrubieli valtozasat. Ezek segitségével meg tudjuk
hatarozni a szinuszos komponensek frekvencigjat és amplitudoéjat.datkeanziens és a
lecsengés modellezéséhez a harmonikusok amplitudojadldliidvaltoztatasa szikséges. A
modszer ledfbb ebnye az egyszésége.



1.1.2. Szubtraktiv szintézis

Még ma is az egyik legelterjedtebb mddszer zenei hangok, harghatéallitasara,
ugyanakkor létez hangszerek hangjanak szintézisére is alkalmas. A szubtrakdn e
mukodd szintetizatorokban a jelforras néhany (tipikusan 2-3) oszcill&t@gg zajgenerator.
Az oszcillatorok valamilyen harmonikusokban gazdag periodikus jelet ng@dyszog-,
furészfogjel), a zajgenerator pedig fehér vagy szines Z#ljtedd. A jelek keverésével,
modulalasaval és émwsével allitjuk & a kivant hangot. Az oszcillatorok frekvencigja és
amplitidéja tetsdegesen Allithatd. A kulonbé6z modulacibkhoz egy vagy tobb
alacsonyfrekvencias (f < 50 Hz) oszcillator (LFO) alidelkezésre. Ezek jelével tipikusan az
oszcillatorok altal élallitott jel amplitadojat, frekvenciajat, és digztorésponti frekvenciajat
lehet modulalni. A siré altalaban egy alacsony fokszamu alulateesminelynek torésponti
frekvenciaja és kiemelése éllithatd. A kulonbgmramétereket az LFO-kon kivil altalaban
burkolégorbe-generatorokkal is  alakithatjuk.  Szubtraktiv = szintézissglyszetien
megvalodsithatd eszkdzokkel igen sokféle hangot hozhatunk létre. A mddsmszerhang
elodllitasara is alkalmazhat6. Bar a hallgato a szintetizdlg) ledapjan altalaban meg tudja
allapitani, milyen hangszéirvan sz6, a hang csakbb jellemziben hasonlit az eredetire,
azzal nem keverh@tssze, igy a mdédszer hasznalhatésaga e tekintetben igencsak étrlatoz
(pl. szubtraktiv elven generélt pédpb-hang hasznélata elektronikus zenében). A& els
szubtraktiv szintetizatort Robert Moog fejlesztette ki 1964-ben.

1.1.3. FM szintézis

Ha egy szinuszjel frekvencidjat egy masik, alacsony frekver{€id 20 Hz) szinuszos jellel
modulaljuk, akkor az un. vibrato effektushoz jutunk. A hang karaktere at@pvetem
valtozik, csak a magassaga. Mas a helyzet, ha a modulaléketificiaja meghaladja a 20-30
Hz-et. Ekkor a valtoz6 hangmagassagu szinusz helyet egy harmonikusakintay gelet
kapunk, amely egyaltalan nem hasonlit a kiindulasi jelre. Ez a jelenség arétis alapja.

Az ilyen elven niikddd szintetizatorokban a szinuszjelet generald oszcillatorok jeleit
sokféleképpen 0Osszekapcsolhatjuk, pl. egy frekvenciamodulalt jellel &lbdiuk egy
harmadik szinuszjjel frekvencigjat, de labsig van visszacsatolasra is: egy oszcillator
kimenete a sajat frekvencigjat is modulélhatja. A paraméiexds idefi moédositasa tovabb
boviti az FM szintézis lehéségeit. A modszerrel kilonb®hangszerek (pl. dobok és egyéb
ritmushangszerek) hangjat i$é¢het allitani, de a paraméterek hangolasa egy kivant hangzas
elérése érdekében nagy tapasztalatot igényel. Akz@t taldlkozik egy FM szintetizatorral
(pl. Yamaha DX7), nagy valésZiséggel csak zajsZzeihangokat lesz képes |étrehozni. Az
erdekbdd olvasd a modszsir részletesebb felvilagositast kaphat a [Chowning, 1973]
irasban.

1.1.4. Hangminta alapu szintézis

A szintézis sz0 ebben az esetben némileg félrevehetzen arrél van szé, hogy egy vagy
tobb ebre felvett (vagy szintetizalt) hangot jatszunk le. Az ilyen elvékddo szintetizatorok



a sampleek. A konkrét megvaldsitdsok igen bonyolultak lehetnek, pl. a ma hase@att
futdé zongoramodellek esetén azrel felvett hangmintak altal lefoglalt lemezterilet akar
gigabyte nagysagrends lehet. Ezzel a modszerrel a hangszer egy konkrét megsaolala
tokéletesen reprodukalhato, viszont a valodi hangszerekre jéllealtozatos, & hangzas
modellezése igen nehéz és memoriaigényes. Egy érdekes p&ldgnainta alapu szintézisre

a 60-as években kifejlesztattellotron amely magnesszalagon tarolt hangmintake(f
hegedihangok) visszajatszaséara képes, igy azsamplernek tekinthét

1.2. Fizikai alapu szintézis

A fizikai alapu szintézis nem a létrehozott hangot, hanem neafaingszert, annak fizikai
viselkedését probalja modellezni. Megféléizikai modell esetén természetesen a létrehozott
hang igen jol kozelitheti a valodi hangszer hangjat. A legtébb hangérds részidl all,
valamilyen hullamvezébol (pl. har, 1égosziop) és egy rezonatorbdl (hangszertest), amely a
rezgést felgrsiti. Ezen kivll altaldban igen fontos a megfelgérjesztés modellezése (pl.
zongoranal a kalapéacs). A hulldmveédemechanikai rezgrendszerek, amelyek viselkedését
altalaban parcidlis differencialegyenletekkel (PDE) irjek Fizikai rendszerek esetén a
probléméat az jelenti, hogy viszonylag egyszeendszereket is csak igen bonyolult
egyenletekkel tudunk leirni, amelyek gyakran analitikusan nem megoldhatokmadagsil
kidolgozasa igy legtobbszor egy PDE numerikus megoldasat jelenti.

Fizikai alapu modszerekkel elvileg barmely hangszer modetigzingyanakkor a
valos rendszerek bonyolultsdga miatt mindig egysitsekkel kell élnink, amelyek a
modell mirbségét rontjak. Egy ilyen modell megvaldsitasanal a fentie&tt nmindig
kompromisszumra kényszerulink, el kell déntentnk, mely jelenségeket szikségg
pontossaggal leirni, és melyeket hanyagolhatjuk el. Ez a donté®skmtmsen nem
egyértelnti, az egyes jelenségek sulya adkitt céltdl figg. Amennyiben a végsél a
hangszer hangjanak reprodukalasa, Uugy a hangot csak kis mértékben vdplaeggam
befolyasolo ténydik figyelmen kivil hagyhatok.

A fizikai alapu modellek legnagyobb hatranya a gyakran jeéteszamitasigény,
amely korlatot szab a modell valés idl@jlkalmazhatésaganak. Szerencsére az egyre nagyobb
teljesitmeény jelfeldolgozé processzorok megjelenésével egyre bonyolultabb modelles
ideji implementalasara nyilik lehieteg. A fizikai alapl eljarasok nagyoéele, hogy
alkalmasak a nemlinearis gerjesztés és a felhasznaléakoi@ modellezésére. Egy dobot
nem lehet kétszer pontosan ugyanugy megitni, egy mdgfbdeimodell esetén e jelenség
leirdsa nem jelent problémat. A modszer tovabbnys, hogy az allithatd paraméterek
konkrét fizikai jelentéssel birnak, mig ez a jel alapt modellekre nemal@®ndoljunk csak
arra, hogy pl. az FM szintézisnél az oszcillatorok frekven@djamplitidéja milyen elvont
kapcsolatban all a generalt jellel). Az fizikai alapt hamdézisbl eloszér 1971-ben
publikaltak ([Hiller, 1971a,b]), azéta szamos kulonbomobdszert dolgoztak ki. Az
alabbiakban a legfontosabb fizikai alapi médszerek rovid 6sszefogkdiesikezik, ezekil
bovebb informacio talalhato pl. [Valimaki, 2006]-ban.



1.2.1. Véges differencia modszer (VDM)

A fizikai rendszereket leir6 egyenletek megoldaséb@h és térben folytonos, tébbvaltozés
flggvények. Ez azt jelenti, hogy egy ilyen, analitikus megoldas a zendggtelen sok
pontjanak viselkedését irja le végtelen sokpwmhtban. Analitikus megoldas hianyaban
valamilyen numerikus kozelitéssel kell élnlink, igy a rendszeiberd és térben is
diszkretizalnunk kell. A digitalisan megvalositott fizikai modfdladata, hogy a rendszer
véges sok pontjanak viselkedését irja le diszkéadtokban. A véges differencia modszer
lényege, hogy a vizsgalt differencialegyenletben szérepl derivaltakat
differencidhdnyadosokkal kozeliti.

A modszer igen jol skalazhato, mivel a szomszédos pontok tavoesaigp, a vizsgalt
pontok szama, ill. az dépés szabadon megvéalaszthaté. Megbelelfelépitett modell a
pontszam novelésével egyre jobban kozeliti a folytonos rendszert (gense A véges
differencia modszer é&hye, hogy igen szemléletes, valamint viszonylag egiisper
megvalosithatd. Hatranya, hogy bonyolult rendszerek esetén aslplibblémak Iéphetnek
fel. Ezt a problémat tobbek kdzott a mintaveteli frekvencia néegld orvosolhatjuk, ami
viszont maga utan vonja a novékszamitasigényt. Tovabbi hatranyt jelent, hogy a bonyolult
térbeli tartomanyok (pl. egy szaxofon teste) esetén a szaréftgsigen nagy lehet. A
modszert a kébbiekben részletesen meg fogjuk vizsgalni.

1.2.2. Digitalis hullamvezetd modszer (Digital Waveguide Method, DWM)

A J. O. Smith &ltal kidolgozott médszer (Id. [Smith, 1992]) alapjaul az idealis$elkedését
leiré egyenlet d’Alembert-féle megoldasa szolgal, amelyirdzarhar pontjainak kitérése az
ido fuggvényében felirhato két, ellentétes irdnyban haladd hullam égsregAz idealis,
veszteségmentes hurban a hullam torzitatlanul, csillapitas néléd, a végeken pedig
ellentétes dlellel visszavetdik. A DWM egy ilyen rendszer digitadlis modelljét két
késlelteblanccal valositia meg. A valdédi hurban felieeszteségek a késleligbnal
végehez illesztett digitalis swyvel jol modellezhetk (Id. 1.2.2.1. abra

> 7 -1 7 1| e 7 -1
/N kimenet H (Z)
7 -1 7 o' 7 -1 <

1.2.1.1. abra. Waveguide mdédszerrel megvalésitott hdirmodell.



A moédszer egyszéen tovabbfejleszthét hogy alkalmas legyen tdbbdimenzids rendszerek
leirasara is (Id. [Van Duyne, 1993]). A waveguide modszer bizonylbstelek mellett
ekvivalens a VDM-mel, igy a két modszeromfei €s héatranyai hasonldéak. Az éls
Waveguide alapu szintetizator az 1994-ben megjelent Yamaha VL1.

1.2.3. Végeselem modszer (VEM)

A végeselem modszer a teljes vizsgalt tartomanyt I®DE megoldasat a tartomany
részhalmazaira felirt egys#bb egyenletek megoldasaval, majd a megoldasok
Osszeillesztésével kozeliti. A modszer tdyf ebnye, hogy képes hatékonyan szimulalni
bonyolult geometriaval rendelk&zfizikai rendszereket, ezért elterjedten hasznaljak pl.
gépjarntivek torésvizsgélatara, elektromagneses terek szimulécidjfirel az egyszer
hullamvezeik modellezése egysZdgrb modszerekkel is igen j0 eredményre vezet, eddig
kevesen tettek kisérletet hangszerek végeselem médszerrel valferésizk.

1.2.4. Fuggvénytranszforméacios modszer (Functional Transformation
Method, FTM)

Az FTM a linearis hal6zatok szamitasanal elterjedten hasziod@piace-transzforméacion
alapuld modszer Altalanositdsanak tekidthekinearis rendszerek esetén egy adott
gerjesztéshez tartozo valasz kiszamitasanak 1épései a kidketkefFodor, 2002]):

- a rendszert leiré differencidlegyenletet Laplace-transzffukia igy megkapjuk a
rendszer jellemz atviteli figgvényt

- meghatarozzuk a gerjeéztl Laplace-transzformaltjat

- az igy kapott komplex frekvenciatartomanybeli fliggvényt megszorozaekdszer
atviteli figgvényével, igy megkapjuk az adott gerjesztéshaztavalasz Laplace-
transzformaltjat

- a kapott flggvényt inverz Laplace-transzformalva megkapjuk éartdmanybeli
valaszt

Ez a modszer a Laplace-transzformacio azon tulajdonsagait hasdnébgy az id szerinti
derivalast szorzasra redukalja, a kezdeti feltételeket @atigiv tagokka alakitja. Az FTM
ugyanezt az eljarast koveti, azzal a kilénbséggel, hogy a toldzatélt is fugd, parcialis
differencidlegyenletek esetén az idzerinti Laplace-transzforméacié alkalmazasa utan egy
alkalmas transzformécioval a tér szerinti derivaltakatzisrzatokka kell alakitani. igy egy
tobbdimenzids atviteli fuggvényt kapunk, amellyel a transzforngiegztést megszorozva
megkapjuk a transzformalt valaszt, amelyre dzé&d a tér szerinti transzformaciok inverzét
alkalmazva analitikus formédban kapjuk meg a valaszt leird tdfolzédl fuggvényt. A
digitalis megvaldsitashoz a gerjesztés és az atviigiiviény diszkretizacidja szikséges. A
modszer legnagyobb dlye és szépsége abban rejlik, hogy a megoldast kozelitések nélkul,
analitikus formaban szolgéltatia, amely igy mentes szamos, gggb e modellezési

1 Az atviteli fliggvény a rendszer egészét leiré differdegifenlet hianyaban is meghatarozhaté



modszereknél fell&p problématdl (pl. stabilitasi problémak, numerikus diszperzid). A
modszer hatranya, hogy a térkoordinatak szerinti transzformacio sgaltizrendszer
Nehézséget jelent tovabba, hogy a rendszert leir6 PDE megtésarkomplex rendszerek
esetén szintén bonyolult feladat, igy a modszer, ellentétben @hemselem mddszerrel, csak
akkor hasznalhaté hatékonyan, ha a vizsgalt rendszer geometriajalrimmyolult (pl. hdr,
négyzet- ill. kér alaki membran). A modszeovebb informacié talalhaté a [Rabenstein,
1998] ill. [Trautmann, 1999] publikaciokban.
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2. AVDM bemutatasa a hur fizikai alapu
modelljén

Egy fizikai rendszer viselkedését annak differencidlegyenlei§uél le. Az egyszdr rezg
rendszerek (pl. har, membran) kulonbgmntossagu leirasara szamos egyenletet ismertnk.
Pl. egy idedlis har rezgését leir6 léhktgegyszdibb egyenlet:

ot® x> 2.1)

A fenti egyenletbert terjedési sebesséy(x,t) pedig a hur egy adott pontjanak kitérése a
idopillanatban. Természetesen egy adott probléma megoldasdhoz aleeggmagaban nem
elegend, ismernink kell a megfelelkezdeti érték- és peremfeltételeket. Példaul egy két
végén befogott hir esetén a peremfeltételek:

y(0.t)=y(L,t)=0

ahol L a hdr hossza. A digitalis modelbéllitAsahoz a folytonos idejmodellt térben és
idoben is diszkretizalnunk kell. A véges differencia modszéob f tulajdonsagainak
megismerésehez jo kiindulopont(21) egyenlet altal leirt idealis har, ezért az alabbiakban
eloszor egy ilyen rendszer diszkrét idlepodellje kerll ismertetésre.

2.1. Az idealis har differencialegyenlete

A kégbbiekben targyalt, bonyolultabb rézgendszerek differencialegyenletét levezetés
nélkdl fogjuk targyalni. Az idedlis har viselkedését leir6 PDEEteését azért kozoljuk, mert
tampontul szolgalhat egyéb rendszerek esetén is, hiszen a fiélhagzparatus Iényegében
ugyanaz. A(2.1) egyenlet itt kdzolt levezetése [Aird, 2002] és [Fletcher, 1991jj&ata
készilt.

Az altalunk vizsgélt huarrél feltételezzilk, hogy kitérése hosszahkeépest
elhanyagolhatd, valamint hogy a hurban ébre nagysaga a hdr minden pontjaban
azonosnak tekinthé&t A 2.1.1. abrgjelbléseit hasznalva ez esetben igaz, hogy

a, Ua,,, <<1

x+dx

Tcosa, UTcosa,,,, UT

x+dx
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2.1.1. abra. A hur kis darabja és a ra habé er

ahol T a harban egyensulyi allapotban élérenlb. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt hardarabra
haté vizszintes irdnyd & egyensulyban vannak, igy a hdrban nem terjed longitudinalis
hullam. A hdrdarabra hato fugigges iranyu €k eredjére Newton Il. torvénye értelmében
igaz, hogy

0%y
ot?

2
Dumx% 2.1.1)

dF, = ulds

ahol i az egységnyi hosszlisagu hurdarab tomgge) pedig a har kitérését leird fliggvény.
dF, a kovetke#képpen irhato fel:

dF, =-Tsina, +Tsina,,, =-Tsina, +Tsin(@, + oa, d) (2.1.2)
oX
Kis a, szogekre érvényesek a kovetkdédzelitések:
sina, Oa,
a, Otana, -y
0X
A kapott eredmény2.1.2}be behelyettesitve:
2
dF, =-Ta, +T(a, + P ay =T’ =Taxd Y (21.3)
X 0X ox

12



(2.1.1)és(2.1.3)alapjan felirhatjuk az idealis har differencialegyenletét:

0%y 9%y
X =Tdx
= ot? ox?
0%y _ 20"y
ot? ox?

aholc= \/f a terjedési sebesség.
U

2.2. A differencialegyenlet megoldasa

A késibb targyalasra keréil idében és térben diszkrét modell jellemzésére kézebfekv
modszer, hogy a modell &ltal szolgaltatott kozeldredményeket osszevetjuk a PDE
megoldasaval kapottakkal, igy eltgizhetjik, hogy a modell megfeteln irja-e le a vizsgalt
rendszert. A huar differencidlegyenlete a F.1. flggelékben megtdalhtt csak a
végeredmeényt kozoljuk.

A fuggelékben kozolt megoldas szerint a két végén befogott hur mesghatarozott
hulldmhosszu szinuszos jel alakjat veheti fel. A kulodbdmlldmhosszi megengedett
szinuszhullamok nevaddus Az n-edik médus frekvencidjat a kovetkkeppen irhatjuk fel:

f, =nLlfk,
ahol
C
f.=—
Yool

Tetsdleges kezdeti feltételekhez tartoz0 megoldas felirhatd a modusblozatt
O0sszegeként:

y(x,t) =" (A, sinwt + B, cosw,t) 8ink, x

=2
An

i
n

A, az n-edik modus térbeli hullamhoss#a, pedig hullamszama, amely tulajdonképpen a
korfrekvencia térbeli megfelgének tekinthei.
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2.3. A PDE kozelitése véges differencia modszerrel

A differencidlegyenlet térbeli diszkretizaldsa azt jeldmigy a megoldast csak véges szamdu,
egymastolAx tavolsagra I&¥ pontban kozelitjik. Az itbeli diszkretizacio jelentése ezzel
teljesen analdég: a megoldast csak an[At idépontokban, tehat a mintavételidicegész
szamu tobbszoroseinél keressiik. Ahogy azt mar korabban emlitettik, sa difigeencia
modszer a PDE-ben szeréptlerivaltakat differencidnanyadosokkal koézeliti az alabbiak
szerint (Id. pl. [Aird, 2002]):

y. (i x,nAt) D% 2.3.1)

y'(i x,n ) O Y _Zyi; Yot 2.3.2)
vi( mx,nmt)m% (2.3.3)
i 2w n ) s = 2Yin ¥ Yina 2.3.4)

At?

ahol bevezettik azy, , = y(i [Ax,n[At Jeltlest. Helyettesitsik be @.3.2) és a(2.3.4)
kifejezéseket az idealis hart leif®.1) egyenletbe:

=2V +V =2V +Y
Yin y|,2n Yina = 2 Yisin y|,2n Yi-1n (2.3.5)
At AX

Rendezzlik ugy az egyenletet, hogy a bal oldalon csak,aztag maradjon:

At
yi,n+1 = (C&j (yi+1,n - 2yi,n + yi—],n)+ 2yi,n - yi,n—l (236)

A (2.3.6) egy rekurziv kifejezés, amely igen egysizsr implementalhatd pl. MATLAB-ban.
Amennyiben az egyenletben szeﬁepd)nstansoka(c, At,Ax) agy valasztjuk meg, hogy

2 Mint késsbb latni fogjuk, a derivaltakat egyéb kifejezésekkel iselibhetjiik
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AN
(CEJ =1 (2.3.7)

egy meég egyszébb kifejezéshez jutunk:
yi,n+l = yi+1,n + yi—l,n - yi|n—1 (238)

A konstansoK2.3.7)szerinti megvalasztasa azt jelenti, hogy
Ax =clAt

tehat, hogy a hullam egy mintavételi periédus alatt egy vizgg#ittél pontosan a vele
szomszédos pontokig jut el. Ez képeziwaveguide modszer alapjat. A két modszer
kapcsolatarél dvebb informécié taladlhaté a [Karjalainen, 2004] irdsban, a waveguide
modszerél pedig az érdekido olvasé a [Smith, 1992] ill. [Aird, 2002] irasokban talal
részletes ismertetést. Mint Kédb latni fogjuk, a(2.3.7) valasztas az egysidb egyenlet
mellett egyéb éinyos tulajdonsagokkal is rendelkezik (Id. 2.6).

2.4. A har tomeg-rugoé modellje

Az alabbiakban azt fogjuk belatni, hogy a hur témeg-rugd modg# a véges differencia
modszerrel azonos eredményre vezet.

ﬁ | T 70 » | '7
% i el i Z
IR
\ AX 1

2.4.1. &bra. A tdbmeg-rugdé modell szemléltetése

A tdmeg-rugé modell a reédgrendszert mint véges szamu diszkrét tdmegpontot irja le,
amelyeket rugok kotnek dssze. Ezzel a modszerrel egy térben disddéllhez jutunk. Egy
tdbmegpont mozgasat Newton Il. torvénye értelmében a kdviedgenlettel irhatjuk le:

F=mla (2.4.2)
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F a tbmegpontra hato @ eredje, m a tdomegea pedig az ereadl gyorsulas. A rugot leird
fuggvény annak megnyulasa és az altala kifejtétkérott teremt kapcsolatot. A modellben
hasznalt lineéris rugo egyenlete:

F=-KIAl
K a rugballandoAl a megnyulas. A negativogdl azt jelzi, hogy a rugd a megnyulassal

ellentétes irdnyban fejt ki & A rugok akkor is meg vannak nyulva, amikor a hdr nincs
kitéritve, igy a hur nyugalmi allapotaban istdejtenek ki, amelynek nagyséaga:

T=Kfax-1°)  (24.2)

L° a rugdk nyujtatlan hossz&x pedig a tdmegpontok tavolsdga nyugalmi allapotban. A
megnyulas nagysaga:

Al=L-L°

ahol L a rug6 aktualis, megnyujtott hossza. A modellezni kivant har tdoszi@sa
egyenletes, igy a tomegpontok tdmege azonos:

m = u [AX

A mar korabban is hasznalt mennyiség a hur vonalmenti tomegeloszlasa, mértékegysége
[kg/m]. Az F.2. flggelékben megtalalhatd levezetés végeredménkévetked, térben
diszkrtét, de iflben folytonos egyenlet:

2
T
m%t—z=&[ﬂyi—1‘2% +yi+l) (2-4-3)

A digitalis megvaldsitashoz sziikséges ashéli diszkretizacio is. Ezt a derivaltak lineéaris
kozelitésével tehetjik meg:

:ﬂ 0 yi,n - yi,n—l

Yin ot At

62y 0 yi,n+1 - yi,n — Yina ~ 2yi,n * Yina

Yin =52 At At?
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ahol vy, ,=y(idxnAt), At pedig a mintavételi il (2.4.3yba behelyettesitve, és
atrendezve azt kapjuk, hogy

T [At?
i,n+1 :m |:ﬁyi—l,n - 2y|n + yi+1,n)+ 2yln - yi.n—l

ami megegyezik a VDM-mel kapdi.3.6)egyenbséggel.

2.5. A modell numerikus stabilitasa

08 08 08
0g 06 06 N
04 04 04 B
. . i W’

0 0 0 .
-nz“\—/_ rnzmw\—/ 02 B
04 04 04

08 06

08 08 08

08 08

08 06

0.4 04

02 02

02 02

04 0.4

06 08

08 08

2.5.1. abra. Az 4bran a 64 pontos instabil hurmodell kitérése (a hur alakja) lathaté a
térkoordinata fuggvényében kilénkdddopontokban. Lathato, ahogy adidlorehaladtaval a
modell elszall.

Az analitikus megoldas és a modell 6sszehasonlitdsahoz megtketizmank a modell altal
szolgaltatott moédusfrekvencidkat. A MATLAB implementacié neelent kilénosebb
problémét, a kilonbézparaméterekc( 4t, Ax) bizonyos értékei mellett azonban egy furcsa
jelenséget tapasztalunk. . 25.1. abranlathato, ahogy a hur ,elszall”. A paraméterértékek
modositasaval azt tapasztaljuk, hogy a hur akkor stabil, ha a

ClAt < Ax

feltétel teljesul.
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Egy véges differencia modell numerikus stabilitAsanak elddetés®&on Neumann-analizis
modszerét fogjuk alkalmazni (Id. pl. [Smith, 2006], [Aird, 2002]). Ennek |éay&ogy a

differencidlegyenlet diszkretizadlasa utdan kapott rekurziv rdiffeiaegyenletet a
térkoordinatak szerint Fourier-transzformaljuk, és megvizsgaljuk, andgy kapott diszkrét
ideji szir6 stabil-e. A modell akkor numerikusan stabil, ha dirGzminden térbeli

frekvenciara (hullamszamra) stabil, ez esetben minden modust@pi idbben csdkken

vagy konstans. A tér szerinti Fourier-transzformaciot a kovéttemulaval értelmezzik:

y(i Ax,nnt) =y, ,

Osszevetve az &dszerinti Fourier-transzformacié ismert képletével lathatdyHogs w,
valamint x ést egymassal analog mennyiségek. A tér szerinti Fourier-fiansaciora

ervenyes eltolasi-tétel:

y(x +Ax,n mt) = Yis1n

ﬂ

i Yiorn @—jkmﬁx — iym,n |]3—jk[ﬂm—l)Ax — ejkmx Di Yo @—jkﬁmx — ejkmx Wn(k)

j=—00 m=—oo0 =—00

Vizsgaljuk meg &lszor a har(2.3.6)szerinti modelljét(2.3.8)at Fourier-transzformalva
az egyetlen térkoordinata szerint, felhasznalva az eltolési-tételt:

Y..()=Y. () EF(C%) e — 24694 2} v (k)

v (K)-2v.(K) zﬁ(ci_ij feodkax) -1) +1} +Y,(K)=0 (2.5.1)
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A (2.5.1)egyenletet z-transzformalva:
At .
Y(k,2)-2v(k, 2 [%(c&j rfcodkax) -1)+1} +7%(k 2)=0

Vizsgaljuk meg a kapott differenciaegyenlet altal reprefiedigitalis s#iré stabilitasat! A
sZir6 poélusai a

z-2Cz+1=0 (2.5.2)

2
egyenlet gyokei, aholC, = (c%) McogkAx)-1)+1

2C, +.,/4C2 -4
P, =— 5 Kk~ =C +,C’-1 (2.5.3)

CZ-1>0 esetéde| >1, ekkor viszont legalabb az egyik gytk 1-nél nagyobb, vagyis ebben

az esetben a modell instab@ -1<  d@betén az egyenletnek két konjugalt komplex gyoke
van, melyek abszolut értékére igaz, hogy

|p[=[py = CE+1-Cf =1

tehat a gyokok ekkor az egységkoron vannak, igy a rendszer staBfl.-A<  feltél a
kovetkedt jelenti:

~1<C, <1
Aty
—1s(CA—Xj fcodkAx)-1)+1<1

2
A (c%} [codkax)-1)+1<1 egyenbtlenség mindig teljesil, hiszefrodkax)-1) értéke

2
legfeljebb nulla lehet. A{c%} [cogkAx)-1)+1= -1 egyenbtlenség azt jelenti, hogy

(C%T Mcodkax)-1) = -2
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A legkedvestlenebb esetben, tehébgkAx) = -1 esetén, ez a feltétel akkor teljesiil, ha
2
(cﬁj <1
AX

ClAt < Ax

A stabilitas feltétele tehat:

Ez megfelel varakozasainknak, mivel tapasztalataink szedWABLAB-ban implementalt
modell stabilitasanak éppen ez a feltétele.

Osszefoglalva, a Von Neumann-analizis azt vizsgalja, hogyevalyan moddus,
amelynek amplitudéja az édfiiggvényében & A rendszer akkor tekinthietstabilnak, ha
minden modus stabil, tehat amplitidéjuk konstans, vaijyeid csokken.

2.6. Numerikus diszperzio

e . Ax _— . . . .
A terjedési sebesseg:E szerinti megvalasztasa mellett a modell altal szaltgttt

modusfrekvencidkat @.6.1. abranlathatd spektrumrészlet szemlélteti. A pontozott, piros
vonalak jelzik a PDE analitikus megoldasaval kaféttl.7) szerinti értékeket. Lathatd, hogy
a kapott modusok frekvencidi elvarasainknak medfefelalakulnak. A2.6.2. abranlathato,
hogy a hurban a hullam csillapitas és torzitas nélkil terjed.

. . . . , AX
Méas a helyzet, ha a, 4Ax, 4t paramétereket ugy valasztjuk meg, hagyE. Az ebzo

esettel 6sszehasonlitva ez az alabbiak valamelyikét jelenti:

- a hur feszitettségét csokkentettiik

- a hdr témegét noveltik

- a har adott hosszuséaga mellett a tomegpontok szamat csokkentettik
- adott szamu tdmegpont mellett a har hosszat néveltik

- a mintavételi frekvenciat noveltik

Ekkor a médusfrekvenciak26.3. abraszerint alakulnak. Lathatd, hogy ez esetben a modell
altal szolgaltatott moédusfrekvenciak a vartnal kisebbek. A jeferndéa a numerikus
diszperzio, tehat az, hogy a térbeli diszkretizacio kovetkeztédantabod frekvencigju
moédusok terjedési sebessége nem aZorsaz idtartomanyban gy jelenik meg, hogy a
haladé hullam torzul. A2.6.4. abran lathatd, hogy a nagyfrekvencias komponensek
.lemaradnak”.

® Nem keverentl 6ssze az anyag merevsége miatt félidiszperzioval (Id. 3.3.3.)
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2.6.1. dbra. A 64 pontbdl allé6 hurmodell médusfrekvencialdx £At esetén (= 8000 Hz).
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2.6.2. abra. A hullam terjedése @x /At esetén. Az abrdkon a harmodell alakja (a kitérés a
térkoordinata flggvényében) lathato kilonbddpillanatokban. Lathat6, hogy a hullam
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A modell altal szolgaltatott és az elméleti értékek megegyeznek.
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alakhien terjed, tehat nem |ép fel diszperzid
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2.6.3. dbra. A 64 pontbdl allé6 hurmodell médusfrekvencialx £At esetén ¢= 8000 Hz).
A modell altal szolgaltatott és az elméleti értékek &dtier

2.6.4. dbra. A hullam terjedése @x /At esetén. Az abrakon a hurmodell alakja (a kitérés a
térkoordinata fuggvényében) lathat6. A numerikus diszperzié miatt a kisfre&agenci
komponensek gyorsabban terjednek, igy a hullamterjedés neni.alakh
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A 2.5. pontban targyalt Von Neumann-analizis a véges differencia mlodsdbilitasanak
eldontése mellett a numerikus diszperzié kvantitativ vizsgalaig alkalmas. Ehhez a
stabilitas feltételének egy masik megfogalmazasara E#zségink. Vezessuk be G(k)
spektralis efisitési tényezfogalmat:

Y,..(k)=G(K)rv, (k) (2.6.1)

Y,..(k)=G*K)v, (k) (262

Y, (k) a har y(i (Ax,n[At) kitérésének térbeli Fourier-transzformaltja, ahogy azt a 2.5.

pontban definialtuk. A spektralis dsitési tényef tehat arrol ad képet, hogy a kilonboz
frekvenciaju (hullamszamu) modusok amplitidoja és fazisa hogyan ikédigy mintavételi
periodus alattG(k) abszolutértéke a stabilitds szempontjabdl jellemzi a modetidbn &
hullamszami médusok, amelyeki€(k) >1, nem stabilak, mivel amplitdd6juk dben

minden hataron tulé A stabilitas elégséges feltétele tehat az, hogy
G(k)| <1

mindenk értékre.

G(Kk) fazisa numerikus diszperzio szempontjabdl jellemzi a modellpektgilis edsitési
tényed valGjdban egy olyan atviteli karakterisztikdnak tekinthatnely arrdl ad informaciot,
hogy a rendszer modusai azdik és az(n+1)-edik mintavételi idpont kdzott mekkora
csillapitast ill. fazistolast szenvednek el. Egy lineéaridinicarians halozat alakihatvitelének
feltétele az, hogy faziskarakterisztikaja linearis legyen, hisk&or a kilonbdz frekvenciaju
szinuszos komponensek a rendszeren athaladva azasiaslaltetést szenvednek. Ezzel
0sszhangban, a véges differencia modell modusai alakjedésének feltétele az, hoGyk)
fazisa linearis legyen. A kulonb®hulldamszamu (térbeli frekvenciaju) médusok diszperziv
rendszer esetén kiulonkit@erbeli) faziskésleltetést szenvednek el, amelyet a

#(k) _ arcG(k)
Kk kK

(2.6.3)

mennyiséggel jellemezhetink. Linearis hal6zatokban az ezzel analdg

#(«)

w

mennyiség azt adja meg, hogy egy adettkorfrekvencigju szinuszos jel a rendszeren
athaladva mekkoraskeésleltetést szenved. Ezzel analog mofhe.3) a moédusok altal két
mintavételi idpont kozott elszenvedett térbeli késleltetést adja meg bedteMivel erre a
térbeli késleltetésre igaz, hogy

23



o) = 2

a kulonb6s hullamszamu modusok terjedési sebességére azt kapjuk, hogy

-0

El6szor vizsgaljuk meg, hogy (2.3.8)szerinti modellt numerikus diszperzié szempontjabol!
A (2.3.8) egyenletet Fourier-transzformalv2.6.1) és (2.6.2) behelyettesitése utan a
kovetke®d egyenletet kapjuk:

G?(k) I, (k) = 2codkax) [B(k) Y, , (k) - ¥, (k)
Y, (k)-val egyszeiisitve, majdG(k)-ra rendezve:
G2(k) - 2codkax) G(k)+1=0
Az egyenlet megoldasaval hatarozzuk meg a spektrébgési tényeit!

G(k) =

_ 2coqkx) + 4cos (kix) -4 _ codkax)+ /ood () -1 =

2

= cogkAx) + | cos? (kax) - (sin? (kax) + cog? (kax)) = cogkax) + j [Bin(kax) =

— At jkAX
=gt/

G(k) abszolutértéke egységnyi, fazisa linearis, igy a modelll ##aldiszperziomentes, tehat
az eredmény egybevag tapasztalatainkkal. A spektratisitési tényedre kapott két
kilénb6d megoldas a két, ellentétes iranyban halad6 hulldmnak felel meg.

Vizsgaljuk most meg g2.3.6) szerinti, altalanosabb modellt numerikus diszperzio
szempontjabol! A fenti Iépéseket elvégezve a kovétkeggenletet kapjuk:

G2(k)-2G(k) {AEodkAX) - A+1)+1=0 (2.6.4)
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ahol

(2.6.4) két megoldadsa stabil modell esetén mindig konjugalt komplex p&vat t
abszolutértékik megegyezik, fazisuk ellentétes. A két gyok a két terjedénaikdielel meg.

Az egyenletet kilonb@dz A és k paraméterértekek mellett numerikusan megoldva
képet kaphatunk a terjedési sebesség frekvenciafiggéedér.6.3. a) abrana spektralis
erositési tényei fazisat, ab) abrana c(k) terjedési sebességet abrazoltuk a hullamszam
flggvenyében.

Az A paraméter kulonb®z értékei mellett grafikonokrdl leolvashatd, hogy értékének
csokkenése a terjedési sebesség egyfselb frekvenciafliggését okozzasl esetén a
nagyfrekvencias komponensek lassabban terjeddekl esetén a terjedési sebesség
frekvenciafliggetlen, értéké € 44,1 kHz,Ax = 1 cm esetémM41 m/s amely megegyezik az

elméleti % értékkel.
At

A leirtakbdl azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy adott hosszisagu har mellett, a
mintavételi frekvencia ndvelése esetén a modell csak akkor lesz diéppamies, ha a
vizsgalt pontok szamat noveljuk.
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2.6.3. abra. A numerikus idealis har véges differencia modelljéberdé,1 kHzAx = 1 cm).
Az a) abran a spektralis @itési tények fazisa, &) abran a terjedési sebesség lathatd adott
harhossz mellett.
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3. Membran fizikai alapu modellje

Az elozo fejezetben a legegys#ibb elosztott rezgrendszeren, az idealis haron mutattuk be
a véges differencia modszeasbb jellemdit. A modszer tdbbdimenzios rendszerekre vald
alkalmazasa etskdzelitésben nem nehezebb, mint egydimenziés esetben: a modellezni kivant
rendszert leir6 PDE-ben a derivaltakat differenciahanyadosokkalitkikzeA problémat az
jelenti, hogy az egydimenziés esettel ellentétben a diszkrgtizagbbféleképpen is
elvégezhetjik, és az igy kapott modellek igencsakoettéajdonsagokkal rendelkeznek. Az
aldbbiakban megprobaljuk a®eb fejezetben leirtakat egy membranra alkalmazni. Az idealis
membran véges differencia modelljen bemutatjuk a kétdimenziaszereknél felmeréil
tovabbi problémakat, majd megvizsgaljuk, hogyan modosul a modell, ha dli val
membranokra jellendz egyeéb fizikai jelenségeket (veszteségek, nemlineéaris visestkdas
figyelembe vessziik.

3.1. A PDE kulonb6zé alakjai

Egy kor alaki membran analitikus leirasara a membran difféleggenletének
polarkoordinatds alakja a legalkalmasabb. Ennek az az oka, hogy a &nealbkjat
meghatarozé peremfeltétel (a kitérés zérus, ha a kozépponttotavddag egyR szamnal
nagyobb) érvényesitése polarkoordinatas alakban a legegysz&gy kor alaki membran
diszkretizalt modelljét ugyanakkor a PDE egyéb alakjaibodl is szAathatjuk. Az igy kapott
modellek nem ekvivalensek, kdzulik a célunknak leginkabb megffédell valasztanunk. A
megvalositas egysZeege és viszonylag alacsony szamitasigénye miatsidhiékben a
PDE Descartes-koordinatas alakjat fogjungben részesiteni. Ugyanakkor az eredmények
ertékeléséhez ismernink kell a kor alaki membran médusfrekvenaidglyeket a
polarkoordinatés alak megoldasaval kaphatunk meg.

3.1.1. A PDE Descartes-féle koordinatarendszerben

A membran differencialegyenlete, az idedlis hur egyenletéhez ndaggomlé mddon, igen
egyszetien levezethét a levezetés és a megoldas |épései az irodalomban (dchite
1991]) megtalalhatéak, ezért kozlésuket itt Grdlik.

A PDE Descartes-féle koordinatarendszerben a kougtkppen irhato fel:

2 2 2
902 292,02 (3.1.1.1)
ot ox® oy
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Lathatéan az egyenlet nagyon hasonlit az idedlis har egyenletéhez, azzal a kulonhsgéggel
(3.1.1.1}ben a kitérest jelélz(x,y,t)az id és mind a két térvaltdézo fliggvénye cAerjedési
sebesség ebben az esetben a

(@]
N
I
Q|-

formulaval adhaté meg, ahat a feliilletmenti tomegeloszlas (mértékegysége [Ry/nT
pedig a harnal mar megismert nyugalmi (mechanikai) feszultség.

A (3.1.1.1)egyenlet csak négyszogletes membran esetén oldhaté megrégysiz
esetben a megoldasbdl kideril, hogy a kitérés itt is felirhaté médubaizatt 6sszegeként
(Id. [Fletcher, 1991, 67-68.0.]):

2% y,t)=> >z, (x yt)= ZZsin(kx,mx)E‘l;in(ky’ny) {A,, Binw, t+B, , osw, t)

(3.1.1.2)
Kem €S kyn az (m,n) modushoz tartoz&- ill y iranyd hullamszam, amelyeket a
kovetkedképpen irhatunk fel:
kxmzm
v LX
N7
0L

L« ésLy a téglalap alaki membran két oldalanak hossza. Néhany lehetséges modinsdatak |at
a3.1.1. abran

(3.1.1.2)t 6sszevetve a hiiF.1.8) szerinti megoldaséaval latszik, hogy a négyszdogletes

membran ugy viselkedik, mint egy ,kétdimenzids har”. A médusfrekvenciak a
kovetkedképpen alakulnak (Id. [Fletcher, 1991, 67.0.]):

2

1 m> n®> c
f =—cl—+—=—"- J/k2+k2 3.1.1.3
me2 L L 27V ( )

28



IR
AR
SRR R
TR AR A
R “‘\‘\““\\\\““\\&“‘&\\:\“1@“:?\\“:‘::“@"5
R

a iy

.
AR
TR
e
e

S
N
SRR
SR

-

SRR &
ST Shu 7 ARG S
2R SN 1t AR
Sty SRR R
ot S

15ty

SN, Wit

i i
ST o
R

0

£l inn

B0

n=2 m=2 n=1

n=1 m=1

‘\\\\\\\\\\\\m-\“?

i
i L

R
T

AR i
o |

e
I

T

g

T, i TS
ey L RS

N «\\\\\\\\\\\\\\\&\\\\\}&\\{&\\\\\\\\\ i

o

it ’
N i
-.~§;\\\\\\ i A;n,l,,.‘,',‘o,:\

b 4
e .
e \‘\\\"g‘"'.? i
e A
\ :

§N\“ i

X

i
e i
A L S
S N ,,
o T S i
Gt A i

«\\\\\}\}\‘\\\\\\\\\\

Wit
W

<&

) il

El a0 50 &0

2.5.1. abra. Négyszogletes membran néhany moédusa.
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3.1.2. A PDE sikbeli polar-koordinatarendszerben

A membran differencialegyenletének polarkoordinatas alai@alal.1l)egyenletbl az

X=T1C0¢p
y=rsing

koordinatatranszforméacioval szarmaztathaté. Mivel az irodaloméklalaban csak a
végeredmeényt kozlik, az F.3. fuggelékben a kovetkemyenlet teljes levezetése
megtalalhato.

0°z _ ,(0°z 10z 1 0°z
+ +

— = 5t —t = 3.1.2.1
ot’ (ar2 ror r20¢2) ( )

A megoldas ez esetben is felirhatdé modusok 6sszegeként, a moédusokablegiol, egy
csak ¢-tol és egy csak-t6l figgd tag szorzata adja. A modusok analitikusan Bessel-
fuggvényekkel irhatok fel, igy igen nehezen kezékiet Vizsgalbdasainkhoz a tovabbiakban
csak a mdédusok frekvencidinak ismerete szilkséges. A (0,1) méduntrigaen kdvetker
Osszefliggéssel szamolhaté (Id. [Fletcher, 1991, 70.0.]):

¢ _2405 [T
(0 2R o

ahol R a membran sugara. A médusfrekvenciak [Fletcher, 1991]-ben is mbgtalétlativ
értékeit a3.1.2.1. tAblazdtan foglaltuk 6ssze.

modus relativ frekvencia

0,1 1
1,1 1,594
2,1 2,136
0,2 2,296
3,1 2,653
1,2 2,918
4,1 3,156
2,2 3,501
0,3 3,6
51 3,652
3,2 4,06
6,1 4,154

3.1.2.1. tablazat. Kor alaki membran relativ médusfrekvenciai
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3.2. Membran véges differencia modellje Descartes-
koordinatarendszerben

A 2.3. pontban elmondottakhoz hasonléan, helyettesits(k1al.1l) egyenletben szerdpl
differencialhanyadosokat a kovetkddfejezésekkel:

. =27+ 7 .
Z,(i @, j @y, nint) 0 2tin = A T A

AX
. Z 022 . ,%Z 4,
z,, (i (D, | [Ay, nAt) O—1= SUBNabL
Ay
. Z i =220t Z 00
7, (i (D, j @y, ) 07 in*A,
At
A membran kitérését, ; . = z(i [Ax, j Ay, nAt) jeldli.
AX
2 ® ® ® °
dy
@ @ °
@ @ ®- °

3.2.1. dbra. Membran diszkretizalasa Descartes-koordinatarendszerben.
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A fenti tagokat(3.1.1.1}be helyettesitve, majd, ; .., -et kifejezve a kovetkézosszefliggest
kapjuk:

Zina = A[qziﬂ,j,n _zzi,j,n + Zi-Lj,n)+ B[QZi,jﬂ,n _Zzi,j,n + Zi,j—],n)+22i,j,n ~Zna
(3.2.1)

Az egyenletben szerdpkét konstans:

Ebben az esetben a membran kitérését csaR.a. dbranlathaté racspontokban hatarozzuk
meg.

Stabilitas:

Vizsgaljuk meg &3.2.1) szerinti modell stabilitdsat a 2.5. pontban leirtak szeringdetben
a Fourier-transzformaciatésy iranyban is el kell végeznink.

Zn+1(kx’ ky) = Zn (kx’ ky)[ﬂA [ﬁekXAX -2+ e_kXAX)+ B [ﬁeKYAy -2+ e_kYAy)+ 2)_ Zn—l(kx' ky)

Z,alkok,)- 22, (k.. k, ) A {cosk Ax —1) + B (cosk, Ay —1)+1)+ Z,. (K, k, )

X1y X1y

0

ahol Zn(kx,ky) a kiterés térbeli Fourier-transzformaltja rmedik mintavételi idpontban. A
kapott egyenletet z-transzformalva a pélusokra a kovétkgyenletet kapjuk:

p’-2C[p+1=0 (3.2.2)
ahol
C = Al{cosk,Ax —1) + B [{cosk, Ay —1) +1
(3.2.2)gyobkei:

p, =CtJC*-1 (3.2.3)
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A modell |p,,[<1 esetén stabil. Ez csak®-1< @setén teljesiilhet, mivel ellenkez
esetbedC| >1, ami azt jelenti, hogy €3.2.3)szerinti megoldasok koziil legaldbb az egyik az

egységkoron kivil lesz. A stabilitas szikséges feltétele t€hdtl, amely a kovetkeiket
jelenti:

Al{cosk,Ax - 1) + B [fcosk, Ay —1)+1< 1 (3.2.4)

Al{cosk,Ax —1) + B [{cosk, Ay -1) +12> -1 (3.2.5)

(3.2.4) mindig teljestl, mivelA ésB pozitiv szamok, és a koszinusz fliggvény nem vehet fel
egynél nagyobb értékekéB.2.5)szerint:

Al{cosk,Ax —1) + B {cosk, Ay 1) > -2
amely a legkedvéitlenebb esetben

Al-1-1)+B{-1-1)= -2

-2A-2B=>-2
A stabilitas elégséges feltétele tehét:
A+B<1 (3.2.6)

Egyszetibb modellhez jutunk, ha a racspontokl. y irAnyd tavolsagat azonosra valasztjuk,
tehat haAx = Ay . Ez esetbe®=B, igy (3.2.1)és(3.2.6) helyett a kovetkez dsszefiiggéseket
kapjuk:

At
Zjnn = (CEJ (Zi+LJ,n tZgjntZjun 4 jan _4Zi,J,n)+ 2Z 0= Z 0 (3.2.7)
AY 1
c—| <=
AX 2

A (3.2.7)szerinti modell MATLAB megvalositasat az M.2. melléklet tartalmazza
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Numerikus diszperzi6:

Mivel a membran modelljét a haréval analég médon épittettliik megsaamitunk, hogy a
numerikus diszperzio miatt a modusfrekvenciak ezuttal is kisebbekelesa vartnal. A
kezdeti értékek megfelel megvalasztasaval elérbethogy csak az A&ltalunk valasztott
modusokat gerjesszik. Néhany kivalasztott médus, valamint a meregsarpontjahoz
tartozo kitérés idfliggvényének spektruma lathata3&.2. dbran A spektrumon ezuttal is
bejeloltik a modusfrekvenciak elméleti értékét.

3500

3000+
iy

7 by 2600

1500 ¢

P

A LE
l.!,

il
ey % i

NG
R

1000

a00

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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1800
1600 |
400}
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1000 f
a00 |
600 |
400
200}

D 1 L 1 |. L 1 1
i 1000 2000 3000 4000 5000 GOOD 700
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00|
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3.2.2. abra. Numerikus diszperzi6é hatadsa az (1,5), a (10,7) és a (12,14) médusokra
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A numerikus diszperzid részletesebb vizsgalatara ezlttal &56a pontban bevezetett
spektralis afsitési tényedt fogjuk alkalmazni, azzal a kulénbséggel, ho@ most
kétvaltozos fuggveny.

Z,alk, .k, )=Glk,.k )z, Kk, .k, )

X1y X1y X1ty

Induljunk ki a membrant leir(8.2.7) egyenletbl! A 2.6. pontban leirt [épéseket elvégezve a
spektrélis afsitési tényedre a kdvetke& egyenletet kapjuk:

G2(k,.k,)-2G(k, .k, )fAcosk, Ax+ Acosk Ax — 2A+1)+1=0

X1y

Az A paraméter két értéke mellett, a numerikus kiértékelés émame3.2.3. abranathato.
A bal oldali ébrékorG(kx,ky) szogeét (fazisat), a jobb oldalon pedig a

arcGlk,.k, )

AtOk? +k;

clk, .k, )=

kifejezéssel értelmezett terjedési sebességet abrazoltuk.

Az abrak jol mutatjak, hogy a terjedési sebesség irangfigg aziranymenti numerikus
diszperzio jelensége . A hurmodellt vizsgalva medgfigyeltik, hogy a stasili
hatarhelyzetében nem lep fel numerikus diszperzio. A membrann&akzatds iranyban
érvényes, tehat azoknal.

Kor alaki membran:

A membran Descartes-koordinatas modelljét ugy hasznalhatjuk felakir membranmodell
megvalositasara, hogy a kovetégreremfeltételt alkalmazzuk:

cha (i x)? +(jay) =R

N
n
o

i,j.n

aholR a membran sugara. Tehat a k6zéppormtakl tavolabb Ié¢ pontok kitérése mindig
zérus. Ez azt jelenti, hogy a membran szé&Rat. abraszerint, ,cikk-cakkosan” kdzelitjuk.
Ax csokkentésével egyre jobban megkozelitjuk a kor alaki membrant.
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3.2.4. abra. A kor alakii membran kozelitése Descartes-koordinatarendszerben.

Vizsgaljuk meg az igy kapott kor alaki membran maédusfrekvenciaitiotlellt kozépen
impulzusszelen gerjesztve, a gerjesztési pont kitéréé&ighvényének spektruma (ill. annak
részlete) lathaté 8.2.5. abran A ,hidnyos” spektrumot az okozza, hogy a mddusoknak
bizonyos pontokban zérushelye van, tehat ott a spektrumban nem jelennek wiegpgalt
pontban (a membran koézéppontjaban) pl. az (1,1), (2,1), (3,1) stb. médusok nem okoznak
kitérést ill. nem gerjeszthék. Vizsgéljuk meg, hogyan alakul a spektrum, ha a membrant a
k6zépponttdl tavolabb gerjesztjuk! 32.6.abran lathato, hogy a numerikus diszperzié miatt

a modusfrekvenciak ugyan kisebbek a vartnal, de modelliink kKiegltielyesen irja le egy

kor alaki membran viselkedését.

3.3. A membranmodell bévitése

Az eddigiekben targyalt modell alkalmas az idealis membran k&4eirasara. A valodi
dobokban hasznalt membranok ugyanakkor nem irhaték le az idedlis merari)vagy
(3.1.2.1) egyenletével. Ennek tobbek kdzétt az az oka, hogy az eddig targyalt modell
veszteségmentes, igy a generalt hang nem cseng le. Ezerakildll hangjat jelefbsen
befolyasoljak olyan jelenségek, mint a membran merevsége, vaginearis viselkedése.
Ebben a pontban az eddig targyalt véges differencia modellt &\gsjlik, hogy alkalmas
legyen a fent emlitett fizikai hatasok leirasara.
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3.2.5. abra. A membranmodell térbeli alakja a gerjesztés pillanat@asa kozéppont
kiterésének spektrunfh). A membran kbzéppontjat gerjesztjuk és vizsgaljuk: ,hianyos”
spektrum {s = 44,1 kHz, 64*64 pont).
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3.2.6. abra. A membranmodell térbeli alakja a gerjesztés pillanai@@sa gerjesztett pont
kitérésének spektrum(@). A membrant a kdzépponttdl tavolabb gerjesztjik és vizsgaljuk: a
spektrum (a numerikus diszperziotol eltekintve) elvarasainknak megfelalakul.
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3.3.1. Frekvenciafliggetlen veszteség

A legalapvetbb jelenség, amelyet eddig figyelmen kivil hagytunk, a rezgés adghnak
idobeli csokkenése. Ennek leirasafavibsiik az idealis membran differenciadlegyenletét egy
olyan taggal, amely a sebességgel ellentétes iranyu gyorsulast okoz:

=c‘'l—+—|-R— 3.3.1.1
ot® x> oy’ ( )

0°z_ ,{0°z 0°z| 0z
ot

A derivaltakat differenciahanyadossal kozelitvlx, = 4y mellett, a kodvetkaz egyenletet
kapjuk:

At
Zi,j,n+1 :(C_j (Zﬂ,j,n + Zi—:Lj,n + Zi,j+:Ln + Zi,j—l,n _4Zi,j,n)_ Rmt |:ﬁzi,j,n - Zi,j,n—1)+22i,j,n - Zi,j,n—l

AX
(3.3.1.2)

Vezessik be a&, B, C konstansokat:
2
A= (Cﬁj
AX
B=2-4A-RIAt
C=RIAt-1

(3.3.1.2)igy a kdvetked, egyszeiibb alakra hozhato:

Ziina = A[inm’n +Z 0t Zjant Zi,j—l,n)+ Bz, ,+Clx (3.3.1.3)

i,j,n-1

A 3.3.1.1.6s3.3.1.2. 4brarlathato, hogy a rezgés amplituddpa> 0 esetén, iélben csokken.
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3.3.1.1. abra. A frekvenciafliggetlen veszteség hatasa: a membran kitéresénak@mpl
idoben csdkken
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3.3.1.2. abra. A veszteségmentes és a veszteséges membranmodell egy pordjéralakit
id6 (mintaszam) fliggvenyében. Veszteséges esetben az ampliibdd msokken.

o 100 200 300 400 500 60O 700 8O0 800 1000 o 100 200 300 400 500 60O 700 8O0 800 1000

3.3.1.3. abra. A veszteséges membran egy pontjanak kitg@s8ela?)ill. a (3.3.1.4)
kdzelités alkalmazasaval.
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A veszteséges moddiltazt varjuk, hogy a membran stabilitasat nem rontja, inkahltjgav
Ezzel szemben a szimulacié azt mutatja, hégy 0,5 esetén, ahol a veszteségmentes
membran még éppen stabil, a veszteséges membran elzaltapasztaljuk, hogy a
csillapitas novelése mellett a modell stabilitasa csald graraméter csokkentése mellett
orizhet® meg. Ezt a kedvéten hatast ugy kiszobdlhetjuk ki, ha(@3.1.1) egyenletben
szerepd Uj tagot az eddigiekt eltér® modon a kdvetkdzszimmetrikus taggal kdzelitjuk:

‘. . Ziin1 " 4ijna
z,(i (x, j [y, n[At) DT (3.3.1.4)

A (3.3.1.1)egyenlet tovabbra is érvényes marad, csak a konstansok értéke valtozik:

2
A=2 CE E}#
Ax) 2+ RIAt

B=4 #—A
2+ RIAt

_ RIAt-2
RIAt +2
) At - . L
Az igy kapott modell CA— =05 mellett tetséleges R érték esetén stabil, igy a
X

tovabbiakban #3.3.1.4)kozelitést fogjuk hasznalni. 3.3.1.3. abraazonos paraméterértékek
mellett szemlélteti a két modell stabilitasat.

3.3.2. Frekvenciafliggd veszteség

A valddi doboknal gyakran megfigyelldethogy a spektrum nagyfrekvencias komponensei
gyorsabban lecsengenek, mint a kisfrekvencids Ossiketevehat a csillapitas
frekvenciafigg. Ezt a jelenséget [Rossing, 1995] alapjan ugy modellezhetjik, hogy a
membran differencialegyenletét a kdvetkazppen Bvitjuk:

0’z , [0°z 0%z 0z 0(0°z 0°z
2 Ot |"R+R - ——+——
ot ox- ady ot ot\ ox° oy

Az Uj tag diszkretizacioja nem trivialis. Azéeb pontban azt tapasztaltuk, hogy a modell
stabilitasat javitja, ha az ddszerinti el derivaltakat(3.3.1.4) szerint helyettesitjiuk. A
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frekvenciafligg veszteséget leir6 tagnal azonban ebben az esethen nem fejezhe ki

explicit modon. Az ilyen, implicit modellek megvaldsitasa jovahemebb, szamitasigényik
nagyobb, mint az eddig targyalt modellek esetében, ezért a taz@@nyes fizikai
modelleknel, amennyiben ez lehetséges, explicit modellekkel dolgozunk,.,

kifejezhetségét szem étt tartva, az 0 tagot a kovetkda@ppen kozelitjik:

2 2
R 2[22, 02
at\ ox* oy’

U

[(Zi+:Lj,n YZ gintZjan T4~ 4Zi,j,n)_ (Zi+1,j,n—l YZ it juna v 4 o~ 4Zi.j.n—1)]

AX2At
(3.3.2.1)

Az egyes tagokat a mar megszokott modon kozelityg, -re a kovetke egyenletet kapjuk:

Ziins =

A[ﬁziﬂ,j,n YZigjn T4 juant Zi,j—l,n)+
+BlZ , +

+C %

ij,n-1

-D Eﬁziﬂ,j,n—l + Ziyjna + Z s + Zi,j—Ln—l)

Az egyenletben szerdpkonstansok:

2
a= 2B gAR, (3.3.2.2)
A 2+ RAL
2 on2p42
po 4 2NN o
AX 2+ RAL
2 _ 2
c= 1 [RABX +BRAZAAX 335.4)
AX 2+ RAt
=28g R (3.3.2.5)
AC 2+ RA
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f[Hz] f[Hz]

Rz = 0,5

3.3.2.1. abra. A frekvenciafufyeszteség hatasa: a magasabb frekvenciaju komponensek
gyorsabban lecsengenek.
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A 3.3.2.1. abraszemlélteti a frekvenciafli§jgveszteség hatasat: egy pont kitérésének
idéfliggveényeét keétfelé vagva a két rész spektrumat kulon vizsgalpliébfan lathatd, hogy a
spektrum nagyfrekvencias komponensei gyorsabban lecsengenek, mint sanyEhb
frekvenciajuak, és ez a hat&s novelésevel egyre @&ebben jelenik meg.

A Von Neumann-analizis eddigiekben részletesen targyalt médszenészetesen itt is
alkalmazhatdé. A részletek kdzlése nélkil csak a spektréisstési tényedre felirt egyenlet
numerikus megoldasat kozoljuk. A3.3.2.2. abran a spektrélis @sitési tényex
abszolutértékétabrazoltuk az- ésy irany hullamszam fiiggvényében. Az abran jol lathatd,
hogyk ill. k, abszolutértekének novelésével a csillapitas egyre dalnth.(3.1.1.3)szerint a

modusfrekvenciak értéke ékf + kj mennyiséggel, tehatlg- k, koordinatarendszerben az

orig6tdl valod tavolsaggal egyenesen aranyos. Ezek szeBr&.22. abratapasztalatainkkal
0sszhangban, azt mutatja, hogy a nagyfrekvencids komponenseket a rgotibaer
csillapitja, és ez a hatas nagyd®értékekre jelerbsebb.

2
A (3.3.2.1)szerinti kozelités miatt a modd®, ndvelése mellett csa%c%j csokkentése
X

mellett stabil.

Ky 200 200 Ky <2000 200 ky 200 200

R,=0,1 R=0,3 R=0,6

3.3.2.2. abra. A frekvenciafuggyeszteség szemléltetése a térbeli frekvenciatartomangban
spektralis asités abszolutértékben kisebb hullamszamokra 1-hez kézeli, a hullamszamok
abszolutértéekét novelve csokken.

* Stabil esetben a spektrali$sitési tényedre felirt masodfokd egyenlet két megoldasa egy komplex konjugal
gyokpar, igy abszolutértékilk megegyezik.
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3.3.3. Merev membran

Egy valédi membranban kialakul6 rezgést az anyag merevsBgiolgasolja, mégpedig ugy,
hogy a modusfrekvenciak értékét kis mertékben noveli. [Fletcher, 1991, 8Beuiht a
frekvenciavaltozas tipikusan 1%-nal kisebb, igy a merevség readsé, valdsaghdobhang
elodllitasanak szempontjabol, masodlagos jékadi, ezért az alabbiakban csak nagy
vonalakban targyaljuk. A merev membran differenciadlegyenlete a kem&tppen alakul
(Id. [Trautmann, 2001]):

- = _+_

ot? ox?

0’z , (0%z az] 6(622 azj <o’z a“]
ot

Rl_ Rzat x> oy’ ax* oy’

Az tér szerinti negyedik derivaltakkal aranyos Uj tagot ugy tygkdéigyelembe, hogy eddigi
modelliinket az\, B, C ésD konstansok valtoztatasa nélkil a kovetkadditiv kifejezéssel
bovitjuk:

S [QZI+2j n_ |+1,J n 6Zi,j,n _4Zi—l,j,n + Zi—2,j,n +Zi,j+2,n _4Zi,j+1,n +6Zi,j,n _4Zi,j—l,n +Zi,j—2,n)
ahol
2
Ks =—852At2 el
A2 2+ RAt
En’

" 120(-17)

p a dirisége,v az un Poisson-aranlg,a Young-modulugh pedig a membran vastagsaga.

A 3.3.1.1. abranlathat6 a szimulacié eredménye. A merev membran (piros szalik)
spektrumanak komponensei a magasabb frekvenciak felé tolodtak el.
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3.3.3.1. abra. A tokéletesen rugalmas (kék szinnel) és a merevséget is zar{plroa
szinnel) spektrumdy(= 16 kHz).

3.3.4. Nemlinearis viselkedés

Az eddigiekben targyalt hur- és membranmodelleknél feltételeztik, addpgrés a har ill.
membran méreteihez képest elhanyagolhaté. Egy ilyen membijéazt@s-valasz kapcsolata
lineéris: ha a gerjesztés amplitidojat kétszeresére novedjikalasz amplitidoja is
kétszeresérednde a jelalak nem valtozik, ez lathat8.8.4.1. abran

A valddi dobok gerjesztés-valasz kapcsolata nemlinearis: €ggre megutott tam
hangja egészen mashogy szél, mint amikor alig Utjilk meg. A nenithedselkedés
altaldban abban nyilvanul meg, hogy a&sen megutott dob hangmagassagdén csokken.
Ennek oka éppen az, hogy a kitérés nem elhanyagolhaté a membran mérepebezkdatt
a membran feszitettsége és igy a benne éle&da kitérésdl fliigg. A (3.1.1.3) egyenlet
szerint a moédusfrekvencidak @ terjedési sebességgel egyenesen aranyosak. A terjedési
sebesség viszont a mechanikai feszilltség gyokével egyenesgosara valtozik, ez
megmagyarazza a hangmagassag valtozasat (a jeldnssgtetes, méréseken alapulo leiras
talalhat6 [Dahl, 1997]-ben).

Ty

Hooke-torvény.
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3.3.4.1. abra. Linearis membran egy pontjahoz tartozo kit&igyglénye, ha a gerjesztés
amplitadojat 2,5 ill. 5-szordsére noveljik

A feszultség kitérésfuggésének modellezése még megbeimet Uj tertlet a
hangszermodellezésben. Ez kilonésen igaz a kétdimenziés rendszerekyek asetében
errol a jelensédil még az utdbbi években is alig jelent meg publikéacié (a hurok neéris
rezgésekor fellép jelenségek dsszefoglalasa megtalalhaté [Bank, 2006] 5. fejeaptdize
aldbbiakban a mechanikai feszlltség frekvenciafliggésének lésezkbvetkezik. Az itt
kozolt levezetés [Petrausch, 2005] alapjan készilt, ahol a dagéngt a
fuggvénytranszformacios modszerrel (Id. 1.2.4. pont) implementaltak.

A jelenség viszonylag egysfen modellezhét ha feltételezzilk, hogy a membranban a
longitudindlis hullamok jéval gyorsabban terjednek, mint a transzigaka Ekkor a
mechanikai feszultség egy adott pillanatban a membran minden pontggmamosnak
tekinthet. A késsbbiekben latni fogjuk, hogy a membran nemlinearis viselkedése azzel
feltételezéssel is j6l modellezbeKétdimenzids esetben a megnyulést leird6 Hooke-torvény a
kovetked alakban irhato fel:
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£, €s &, azx- ésy iranyd relativ megnyulag az anyagra jellenzPoisson-aranyE a

Young-modulus. Feltevésiunk szerint a longitudinalis hullamok a membragéargyorsan
terjednek, igy a membramt ésy iranyban azonos nagysagibel feszitv€ a mechanikai
feszlltséx- ésy irAnyl komponense minden pontban azonosnak tekintiedtat

Ezt felhasznélva irjuk fel a Hooke-torvényt a membran egydagalap alaku fellletdarabra,
amelynek oldalhosszusaddi, ill. 1

)
Eblol kbvetkezik, hogy
ISAl, =ALIS
igy
ng%_—g— (3.3.4.1)
> (1-p)

A fellletdarab felszinének megvéltozasa a kovétkeapen irhato fel:
DAS = AS—AS =(IS+AIJIS+A1)-1515 =15A1 + A1 1S +A1LAI

Ha feltesszik, hogy a fellletdarab csak kis mértékben nyﬂlik(f;ﬂpg< Iis), akkor érvényes
a kovetke#d kozelités:

AA® 02N 12
Ekkor a fellletdarab oldalanak relativ megnyulasara igaz, hogy

Al AA°

S T ~SS
15 238

® A valédi dobokra érvényes feltevés.
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(3.3.4.1)be behelyettesitve azt kapjuk, hogy

AAS  E

T aas - p)

Feltevésiink szerint a longitudinalis hullamok gyors terjedése mitsziltség a membran
teljes fellletén pillanatszéen kiegyenlibdik, igy a fellletdarabok megvaltozdsa mindenhol

azonos nagysagu, ezért a fenti kifejezés felirhatd a tegesondn felszinvaltozasavahf")
is:

MY E AY -AlE

(3.3.4.2)

A membran felllete egy adott pillanatban a kévetkaegrallal szamithato:
: 0z 0z
A" = 1+ 1+ dxd
I (axj (ayj g

Kis a értékek esetén d1+a kifejezést eldrendi Taylor-polinomjaval kozelithetjuk:
Ji+a D1+%

igy a fenti integral a kdvetkéxifejezéssel kozelithét

e 45 o
R
R (R

L

<

]
O ey

Behelyettesitve €.3.4.2)kifejezésbe:
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A"-LL, E
2LL, (-p)

LyL, 2 2 2 2
LL,+ =] | (az) +[azj +1["Z] (azj dxdy- L, L,
E 2 5ol Lox dy) 2\0x)\oy

(1- p) 2LL,

Ly L, 2 2 2 2
41-p)LL, 33llox) lay) 2lox)|ay

A kitéréstl fliggé mechanikai fesziltségre kapott dsszefliggés tehét:

LyL, 2 2 2 2
T(z):i E 1 5 J‘ [a—zj £ 92 +1(6_Z) 9z dxdy
4(@1-p)LL, 34(\ox ay ) 2\ax) \ay

(3.3.4.3)

Nemlinearis modelliink tehat a kdvetk&zppen nikddik: a membran pontjainak kitérése
megvaltoztatja annak fellletét, a fellletvaltozas miatemnbran feszitettsége is megvaltozik,
a membranfesziltség pedig kdzvetlenll befolyasolja a maddusfrekkanhdi@gy jobban
megfeszitett membran hangja magasabb). A fesziltség \sHtazd terjedési sebességet
befolyasolja.c folyamatos valtozasa mia#t ésB a nemlinearis modellben nem konstans,
ertékiket minden mintavételi ddontban UGjra ki kell szamolni. Az eddigiek alapjan a
nemlinearis membranmodellt az alabb leirtak szerint implementéhat;

(3.3.4.3)ben a derivaltakat az alabbi kifejezésekkel kozelitjuk:

0z 0 Zijn " Ziajn

_ - Dl
ox 27X

% [ Zi isin ~ 4 jan - Dz
ay 20X

A tovabbiakban téglalap- helyett négyzet alaki membrannal saékpgehat x = L, = L .
Az integrélast 6sszegzéssel kdzelitve minden mintavéégloitban kiszamoljuR (z) értékét:
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T(2)=

NI
—
I {m
O
NI
1=

T(z) értékének ismeretében kiszamolhatjuk a membran mechanikai feszulkségékét:
TNL = TO + Q D-(Z)

A Q skalazo ténydrértéke jelerttsen befolyasolja a membran stabilitdsat és a hang jellegét.
Q novelésével a hangmagassag valtozasdelgrsebben jelentkezik, viszont a modell
instabilla valhat. T,, ismeretében kiszamolhatjuk (3.3.2.2) és B (3.3.2.3) értékét. A

szamitasigény csokkentésére a kifejezéseket bontsuk-w@gyiggd és egyc-tol fliggetlen
részre az alabbiak szerint:

2AtEngt+R2_ MR, o 2At°

A= =
A2 2+RAt  AX*(2+RAt) © AX2(2+ RAL)

T ]
c® helyére—- -t helyettesitve:
o

20t (R, 2At?
= T = T
Ax2(2+ RlAt)+ " o2 (2+ RAL) ATt

A; és A, értékét csak egyszer kell kiszamolnunk, igy a szamitasigéghtsen
csokkentettik. Hasonldan jarunkBekiszamitasanal:

_ 40X -BRAL 8At?
AC(2+RAt) " o (2+ RAL)

= Bl _TNL EBz

A program tehat csak annyiban valtozott, h@ggsB értékét minden ciklusban Ujra kell
szamolni, a kitérés kiszamitasat v@grogramrész valtozatlan.
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(©)

3.3.4.2. bra. Aga) ill. (b) abran a nemlinearis membranmodell egy pontjanak kitérése
lathatd az i@ fuggvényében, &) abran pedig a hozzajuk tartozo spektrum (kékkel az
idofiggveny elejéhez, pirossal a végéhez tartozd spektrum).

A 3.3.4.2. abrdna nemlinearis modell altal generalidggvény elé ill. masodik felét,
valamint spektrumaikat abrazoltuk. A modusfrekvenciak valtozasaésgyaz jelzi, hogy a
spektrum nem vonalas, masrészt pedig, hogy é&fiigdvény masodik felének spektruma
lathatéan az alacsonyabb frekvenciak felé tolddott €.3M.3.4bra szemlélteti a gerjesztés-
vélasz kapcsolat nemlinearitdsatsabb gerjesztés esetén nem csak az amplitudé, hanem a
jelalak is ebsen megvaltozik.
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3.3.4.3. abra. Nemlinearis membran kitérésenékigtjvénye, ha a gerjesztés amplitadojat
2,5 ill. 5-szdrbsére noveljuk

Veszteséges membran esetén a rezgés amplitidoja, és igy a membréndébidetcsokken.

Ez viszont a mechanikai fesziiltség és a médusfrekvenciak cstkkenését vamjatdnagzeért

a csillapitas megvalasztasa jetesein befolyasolja a hangmagassagbéli valtozasat.
Csillapitatlan esetben a terjedési sebesség mondtoigy a modell &bb-utdébb biztosan
elszall. Ennek oka val6s#ileg a nemlinearis viselkedés levezetésénél targyalt
elhanyagolasokban kereséndez a stabilitdsi probléma viszont a gyakorlatban nem okoz
gondot, mivel a modell méar a csillapitds egészen kis (a \giibsfobhanghoz sziikségesnél
joval kisebb) értéke esetén is stabil.

A gerjesztés-valasz kapcsolat nemlinearitdasanak modelledéestvé teszi a szamos valodi
dobokrara jellemi hang reprodukélasat, igy a modell valos@giget nagymértékben noveli.

A nemlinearis modell, megfelel paraméterértékek esetén, ugyanakkor egészen egyedi
hangzasok éhllitaséara is alkalmas.
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4. A dobver 6 modellezése

Az eddigiekben targyalt membranmodellt Ggy hoztuk rezgésbe, hogy bizpoydsinak
valamilyen kezdeti sebességet adtunk, tehat a gerjesztéwmisflaii volt. Egy dobvebvel
megutott dob hangjaval 6sszehasonlitva hallhato, hogy a dolVedrtérd gerjesztés soran
sokkal tobb a nagyfrekvencias komponenst é€s igy a hang élesebb. A fedvey
idofuggvényét (Id4.1. 4brg vizsgalva észrevehetjik, hogy a megités pillanataban jetenlév
nagyfrekvencias komponensek igen hamatinekk. Ez arra utal, hogy a dob&eés a
membran rovid ideig egyutt mozog. Az elmondottak azt mutatjdk, hogy\edebl tortérd
gerjesztés nem tekintlepillanatszeiinek, és jelerdisen befolyasolja a hangszer hangjat. A
gerjeszb eszkdz modellezésével méar kordbban is foglalkoztak (Id. pl. [Bmutill988]).
Bizonyos esetekben (pl. zongorahur kalapaccsal togénesztése) az egy toméglés egy
rugobol allé rendszer is alkalmas lehet a gerjesztés modslezéVizsgalataink szerint
azonban a dob esetében az éldtlanghoz a teljes dobwemodellezése sziikséges, ezért
ebben a fejezetben a véges differencia mddszer apparatusétzrélha felépitjik, majd
dobmodelliinkbe integraljuk a dobweizikai alapu modelljét.

I:IE T T T T T T

i |

02F .

02 .

-0.4 .

_DB 1 1 1 1 1 1
o 1000 2000 3000 4000 a00a &000 F00a

n

4.1. abra. Egy valodi, dobviarel megutott dob hangjanak mikrofonnal todéngzitesével
kapott idbfliggveny.
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4.1. A dobverd véges differencia modellje

A dobveth véges differencia modelljének felépitésekor a harnal ésmbmannal leirtak
szerint fogunk eljarni: a re#grendszert leird differencidlegyenletetolgn és térben
diszkretizaljuk, majd a kitérés kovetkemintavételi idpontbeli értékét kifejezve egy explicit
differenciaegyenlethez jutunk, amely egyseer megvaldsithatd. A dobvemodellezéséhez
induljunk ki a henger alaki, merev rad [Fletcher, 1991] 56. oldalan is kozolt
differencialegyenletéh.

aholz a rud kitérések: az anyagra jellenézYoung-modulus,p a diriség,r pedig a henger

sugara. Gyorsulasm#&rel megvizsgaltuk hogyan rezeg egy valodi dobyvdra hozzaltjik
egy kemény targyhoz. A.1.1. abranlathatd a gyorsulas lecséngléfiiggvénye. Lathato,
hogy a nagyfrekvencias komponensek nagyon gyorsénnelk a jelbl, tehat a csillapitas
frekvenciafligg. A veszteséget a membrannal leirtakkal analég médon, a difi@lemnenlet
bovitésével irjuk le.

r 2
0%z E 2 D@“z 92 0%z
= - - +R -2 4.1.1
ot? o ox R ot R otox> ( )

A derivaltakat kozelitsiik a kovetkekifejezésekkel:
¥ Znv1” 4int
I LAX, nLAt) ————
z( jo

- 22i,n + Zi,n—l
At?

Z:(i @x,n (at) 0 F

. -4z.. +6z -4z . +z
25(4)(i [AX, N mt) O Gran ~ Hhsin 6AZ'£1 Zant 4o
X

Z,, (i [, n (2t) DA%AXZ[(M =22+ 2 10)(Z1ns = 2200+ 2o
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4.1.1. abra. Dobvérgyorsulasanak tifiiggvénye (a mérés nem kalibralt, igy a féigges
tengely értékei a gyorsulassal aranyos mennyiségek).

A kifejezéseke(4.1.1}be behelyettesitve a kdvetkedifferenciaegyenletet kapjuk:

Z

i,n+1

22 + Z| n-1 __
At2

E

I:é ) |+2n - |+1,n +6Zi,n _4Zi—1,n + Zi-2,n _
P
Z

Ax*
_ R1 EI i, n+12AtZ +
t AtAX2 [( Ziyn ~ 22 tZ 1n) (Zi+1,n—1 _Zzi,n—l + Zi—l,n—l)]

z ... -et kifejezve:

Z| n+1_ A[&un 2n)+ B(Z|+1,n +Z| Ln)+C|1| n + Dl}l n-; 1+M [sz,n 1+Z| J.,n—l)
(4.1.2)
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ahol a konstansok értékei:

2
!
1) e
Ao__\2) o 27t

PpIDX' 2+ RAt

B=-M -4A

4
2+ RAt

C=6A+ +2M

RAt-2
RAt +2

D=

-2t R
AX? 2+ RAt

Vizsgaljuk meg a modell stabilitasat! (4.1.2) egyenleten végrehajtva a tér szerinti Fourier-
transzformaciot:

Z,..(k) = Z, (k) 2 Aeodk (2AX) + 2B [eodk [x) + C] + Z, _, (k) [ID + 2M [eogk [AX)]
A z-transzformacio elvégzése utan a polusokra a kovet@gyenletet kapjuk:
p? - [2Atogk [PAX) + 2B [Eogk [AX) + C| (b - [D + 2M [todk [Ax)] = 0

A paraméterek adott értéke mellett a modell stabilitasdapott egyenlet numerikus
megoldasaval hatarozhatjuk meg. Az egyes paraméterek értéioetath azt tapasztaljuk,
hogy a stabil modell akkor valhat instabilla, ha

- a henger sugarat noveljik

- adott pontszdm mellett a rid hosszat csokkengiilc§okken)
- a Young-modulus értékét néveljik

- a diriséget csokkentjiuk

- adott hossz mellett a pontszamot novelik ¢sokken)

- a mintavételi frekvenciat néveljik

[Fletcher, 1991, 58-60.0.] szerint a henger alaku rid médusfrekvencidshargly felsorolt
modositas noveli. El#b az kodvetkezik, hogydt és Ax megvalasztdsa meghatarozza a
modusfrekvenciak fetskorlatjat. A har és a membran esetében is ugyanez a helyzemntvis
a dobvebvel megutodtt dob hangjaban jelendémagyfrekvencias komponensek alapjan azt
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varjuk, hogy a dobvér modusfrekvenciai varhatéan jéval nagyobbak, mint a membranra
jellemz értékek. Azt tapasztaljuk, hogy 44,1 kHz-es mintaveételi frekeeesetén a 16
pontbdl all6 modell a paraméterek alabbi értékei mellett igenkdakliti egy dobveyr
viselkedeését.

r=1cm
L=30cm
E=1,9*10 N/nf
p = 650 kg/ni
R, =20 st
R, =05 n%/s

A modellt Ugy gerjesztjik, hogy egyik végpontjanak valamilyen kezdbgsséget adunk. A
gerjesztési pont gyorsulassidiiggvénye illetve a méréssel kapott fliggveny lathatiola.
abran A hasonlosag a frekvenciatartomanyban is megmutatkozik, extiédtadi a 4.1.3.
abra. A 4.1.4. 4brana modell altal generalt és a mért jeloedH0 mintdjanak elhagyasaval
kapott idbfliggvények spektruma lathato, amely a frekvenciafllggsengés hasonlosagat
szemlélteti.

A mérés eredményeivel dsszevetve tehat azt kaptuk, hogy a mierevéges differencia
modellje, a paraméterek megfélainegvalasztasa mellett, igen jol képes leirni a ddbver
viselkedését. A valds idiejmegvalésitasnal problémat jelenthet, hogy ezen paraméterértékek
mellett a modell igen kdzel van a stabilitds hatarhelyzetédsea mintavételi frekvencia kis
mértéki csokkentése is instabilla teheti. Rzsokkentéséh adodo instabiliths természetesen
kompenzalhat6é egyéb paraméterek egyisepdositasaval (pl. pontszam csokkentése), de ez
esetben a modell misége romlik, egyre kevésbé alkalmas egy valddi débver
viselkedésének leirasara.
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4.1.2. abra. A modell altal generalt és a meért gyorsutaiggveny.
1’ : 1’
08
1
i
e
10?
10"
D.I2 D.Id DIB DIB 1I 1.‘2 1.‘4 1.‘6 1|8 2I 22 D.I2 D.Id DIB DIB 1I 1.‘2 1.‘4 1.‘6 1|8 2I 22
f[Hz] . 104 f[Hz] . 104
4.1.3. dbra. A modell altal generalt és a mért jel spektruma.
n° : n°
10" o'
2 10'2_
o g
R 10
10
[N

L L L L I I I L L L L L L L I I I L L
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
f[Hz] wio? f[Hz] wio?

4.1.4. abra. A modell altal generalt és a mért jel spektrumatimaglények els 400
mintajanak elhagyasa utan.
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4.2. A membran és a dobveré kozotti kdolcsonhatas
modellezése’

Rendelkezésiinkre all tehat a kor alaki membran és a ddliwikai modellje. Célunk egy
olyan modell létrehozasa, amelyben a dobwalamilyen gerjesztés hatasara mozgasba jon, a
membrannal Utkézve rezgésbe hozza, majd elhagyja azt (vigsmgpdelmeril a kérdés,
hogy mi torténik a membran és a dolévaitkozésekor. A dob megitésekor hallhato
nagyfrekvencias tranziensek létrej6ttét a kovatkest moédon probaltuk megmagyarazni:

1. Az el®) Utkdzés és a membran és a dobwetgleges szétvalasa kozott a dobver
.pattog” a membranon, tehat Ujra meg Ujra elhagyja a membrang mmajét
nekiltkdzik

2. Az Utkdzés utdn a membran és a dobvésszetapad”, egyltt mozognak, az Utkdzési
pont rezgését a dobverezgése hatarozza meg.

Az el lehetség jellegében inkabb rugalmas, mig a masodik rugalmatlan Utkdgabré
felvett dobhangbdl felllateregzszirovel az alacsonyfrekvencias komponenseket eltavolitva
azt tapasztaljuk, hogy a kapott hang 6sszeltott débveangjara hasonlit, tehat a doliver
modusfrekvenciai megjelennek a dobhang spektrumabandl Bt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy a Utkdzést a fent leirt lélségek kozil a masodik irja le jobban.
Természetesen nem zarhatjuk ki, hogy a® éitkozés és a vegleges szeétvalas kozébtt a
membran és a dobveewégig egytitt mozog, de a tovabbiakban feltételezzik, hogy az Utk6zés
jellegében rugalmatldn

Az (tkdzést a dobvér végpontja, és a membran egy télsges, de kezdeti
feltételként meghatarozott pontja (a gerjesztési pont) kozsgaijuk. A dobvef csak egy, a
membran sikjara méleges sikban mozoghat. Az Utk6zés pillanatdig a membran
nyugalomban van, kitérése minden pontban nulla. A délkezdeti kitérése minden pontban
nullanal nagyobb, és egy vagy tbbb pontja adott kezdeti sebességgékarkdé folfelé
mutatd sebességvektort tekintve pozitivhak, a ddbpentjainak kezdeti sebessége negativ.
Mozgasat a 4.1. pontban targyalt modell irja le, ugyanakkor aziélgthesztéshez
szilkséges, hogy bizonyos pontjainak kitérését a szimulacio sdyamé&bosan felllirva, a
dobvebt valamilyen palyara kényszeritsik. Ez gyakorlatilag a ,dobos headsének”
tekinthet. Utkozés akkor kovetkezik be, ha a doldveégpontjanak kitérése kisebb, mint a
membran gerjesztési pontjanak kitérése. A éikozésnél ez azt jelenti, hogy a doléver
végpontjanak kitérése negativ lesz, de mivel nem feltétdtehpgy csak egyszer kdvetkezik
be Utk6zés, mindig a dobwerés a membran kitérésének viszonyat kell vizsgalnunk.
Utkozéskor a dobvérvégpontja és a gerjesztési pont kdozos sebességét a lendullanaedgsn
torvénye hatarozza meg. Ezutan a szétvalasig a két pontesgy@thegpontnak tekinttigt

" Méréseken alapulé leiras talalhaté a [Wagner, 2006] frasban.

8 Tavolabbrél szemlélve a dobveés a membran kozétti kélcsénhatas természetesen koéZdleblbugalmas
Utk6zéshez, de a rugalmassagot a membran tdmegpontjai l&ighbgidsok (Id. tdmeg-rugé modell) okozzak,
nem a tdmegpontok rugalmassaga. Amennyiben a tomegpontok étkimfeEmas lenne, a koélcsbnhatas
pillanatszetien menne végbe (a dob$ieazonnal visszapattanna).
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amelyre mind a membran, mind a doliveédbbi pontja aft fejt ki. A szétvalas akkor
kovetkezik be, amikor a dobwewvégpontjanak éjeles sebessége meghaladja a gerjesztési
pont sebességét. Ez azt jelenti, hogy mialatt a két pont egyltigmaaadzos sebességen
kivial minden idpillanatban ki kell szamolnunk, hogy kulén-kilén a mekkora lenne a
gerjesztési pont és a dobyeregpontjanak sebessége, ha nem egyitt mozognanak, tehat ha a
gerjesztési pontra csak a membran, a ddbvégpontjara pedig csak a dob¥dratna. Az
aldbbiakban a vazolt eljaras részletes leirasa kdvetkezik.

A rendszer(n-1)-edik ésn-edik mintaveételi idpontbeli allapota szerint a kovetkezéegy eset
lehetséges:

a) A membran és a dobwiemozgasa egymastol figgetlen mind@ad )}-edik, mind az-
edik idopillanatban.

b) A membran és a dobwiemozgasa egymastol fuggetlen @zl)edik idopillanatban,
de azn-edikben mér egyltt mozognak

c) A membran és a dobueregyitt mozog mind azn-1)edik, mind azn-edik
idépillanatban.

d) A membran és a dobueegyltt mozog agn-1)edik idspillanatban, de am-edikben
mozgasuk mar egymastél fliggetlen.

Az a) esetben a két véges differencia modell egiildgj de egymastaol fuggetlenul fut.

A b) eset azt jelenti, hogy a két vizsgalt mintavétetipmht kozott, az(n—l)mt+T1,
(T, < At) idépontban iitkozés tértént, tehat

dobved membran

7™ < 7,

membran dobved

ya jeldli a gerjesztési pontz, pedig a dobvér vegpontjanak kitérését aalAt
idopontban. Az Utkdzés miatt arl At idopontbeli kiterések értéke természetesen modosul, a

fenti értékeket ez esetben csak utk6zésvizsgalatra, valamipillanatnyi sebességek
kiszamitaséra hasznéljuk, értékiketdkdsfelllirjuk (1d.4.2.1. abra.

Eloszor vizsgaljuk meg, hogy pontosan mikor tortént az tUtkozés! A membrandébvey
vizsgalt pontjanak kitérése az utkozés pillanataban azonos, ligyafigk a kovetked
egyenletet:

n n

dezﬁs((n _1) At +T1) — Z'r;n_elmbrén_l_ Vmembrélnlzrl — ch]ii)fveﬂ + Vdobve6 Erl (421)
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ZDin-1)

Zhin-13

ZhA{n)

ZDin)

: : :
(n-13 * dt 1)+ dt +T1 n=*dt
t[n]

ZhA(n)'

in-17 E dt {in-1 j*ldt+T1j| n* ﬁt
t[n]

4.2.1. dbra. A rugalmatlan ttkdzés szemléltetése. A &im azt szemlélteti, mi torténne, ha
az utkozést nem modelleznénké&or mindig e szerint kell eljarnunk, hogy az ttk6zés
tényét meg tudjuk allapitani. Az 4bran pirossal jeloltik a déhkekkel a membran
kitérésének idfiggvényét két szomszédos mintavétedipdnt kozott. Utkozés esetén az
((n-1)*At + Ty) idopontban talalkoznak, onnantdl a lenduletmegmaradas térvénye altal
meghatéarozott kozés sebességgel haladnak Af) (ibpontig (az abraa™'*"-t ZD-vel,
2P 7M-mel jel6ltik).
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A kitérések ismeretében a sebességeket a kovkiigegen szamolhatjuk:

membran__ _,membran

V;nembrén: Zn Zn—l (422)
At
dobves __ _dobved
yiobves = Zn Z (4.2.3)
At

(4.2.1)}bol T,-et kifejezve:

membran dobved
T = -1 Zn—l
1 dobves membran
V -V

n n

Most tehat pontosan tudjuk, mikor tortént az Utkozés. A débver a membran az
(n-1)at + T, idépontig egymastdl fiiggetlentil, az litkoZéstz nLAt idépontig pedigv<©*
sebességgel egyitt mozog. A k6zds sebességre felirhatjuk a lendiletatEgarvényét:

mmembrénwmembrén_'_ mdobve6 wdobveﬂ = (mmembrén+ mdobveé’ ) wk(‘jzbs (424)

mmeA Il m™™* a membran ill. a dobvéregy pontjanak témegét jeldli, amelyet Ugy
szamithatunk ki, hogy a teljes membran ill. dobvédmegét elosztjuk a témegpontok
szamaval(4.2.4}bol a kozos sebességre azt kapjuk, hogy

— mmembranwmembrén+ mdobVe(,' wdob\,e(;

v - mmembrén+ mdobved

Most mar meg tudjuk hatarozni a dobvés a membran[At idépontbeli kbzos kitérését:

membran_ _membréan membran kozds
Z, =4 *tVq O, +v [th _Tl)

Zgobveﬂ — Z;i:)fveﬂ +V'c110bve6 Erl +dezﬁs[th _Tl)

A két egyenlet természetesen ugyanazt az eredményt adjai Aziemitasok mellett edlag
valtozo6 értékének 1-re allitasaval jeleznink kell, hogy Utkdzés tortént.
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A c) eset aflag == 1) és a( membran /dobves ) feltételek egyiddj fennallasat jelenti. Ekkor a

dobvet végpontja, és a gerjesztési pont egytitt mozog, rA mind a memingha dobves
tobbi pontja hatast gyakorol, igy erre pontra a kovétkigterencialegyenlet érvényes:

2
r
2 2 2 2 2 Ed[édj 4 3
E_C 07z 0z (R1+R1) Rza 07z 07z _ 2 E@WJnggaw
ot? o ay ot ot ax* oy’ Oy ox* 0tox’

Az egyenletbenw-vel jeloltik a dobvef, zvel a membran kitérésétn index-szel a
membranrag-vel a dobvefre jellem® mennyiségeket. A diszkretizaciot elvégezve:

Yn+l - 2Yn + Yn—1 —
At?

2

[Ac_mz] Eﬁz‘”’”‘ FZgjnt Zjsant 4 _4Yn)_
m + d

_(uj [ﬂle _Yn—l)_

2At

(AmzAt] I:KZ|+1J nTZgn +z Jj+Ln +z i-Ln 4Yn)_ (Zi+1,j,n—1 + Z_1jna + Z ivn1 + Zian1" 4Yn—1)]_

Ad4 [ﬁszn AW, 1, +6Y, =AW, + W 2n)

At Ad2 [(Wk+ln 2Y, + W ln) (Wk+Ln—l —2Y,, t Wk—l,n—l)]
(4.2.5)

Y az egyltt mozgo két tdmegpont kitérésére bevezetett jelléslyramigaz, hogy
Y. =Z =W, esY, =7, ,=W,,. (42500l Y, akovetkesképpen fejezhétki:

You =

(TNL mq + ACZ)[ﬁZHl,j,n + Z_1n + Z is1n + ;,j—l,n)_

- AC2 [ﬁziﬂ,j,n—l + Z_yjn1 + Z iina + Zi,j—l,n—l)_

-BC [ﬁwk+2,n W o~ AW, _4Wk—ln)+ (4.2.6)
+CC [ﬁwkﬂ_,n T Weain = Wesrna ~ Wk—Ln—l) +

+Y, Ty, DG, + DCz) +

+Y,_, [EC
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A konstansok az F.4. flggelékben megtalalhatbak. A bonyolult egyenlebnyiag
egyszeiien implementalhato, mivel csak egyetlen pontra kell kiértékelni.

A d) eset azt jelenti, hog(x/;“embré% vﬁ"bve‘“), igy a dobves elhagyja a membrant, mozgasuk

az esetleges kovetkeiitkozésig egymastol fuggetlen. Ekkor csak annyi a dolgunk, hogy a
flag véltozot 0-ba allitjuk.

A modellt megvalésito progranddiklusat leiré pszeudokdd-részlet tehat a kovetkez

LOOP{

Membran pontjai kitérésének kiszamitasa
Dobver & pontjai kitérésének kiszamitasa (*)

Gerjesztési pont sebességének kiszamitasa
Dobver & végpontja sebességének kiszdmitasa

if (flag == 0) ES (dobver & kitérése < membran kitérése))
flag = 1;
Utk6zés id  SpontjAnak meghatarozasa;
Kdz0s sebesség kiszamitasa,
K6z06s kitérés kiszamitasa;

elseif((flag == 1) ES (dobver & sebessége < membran sebessége))
Kdz0s kitérés kiszamitasa;

elseif((flag == 1) ES (dobver & sebessége > membran sebessége))
flag = O;

endif

}JENDLOOP

A (*)-gal jeldlt programrész a dobveegyes pontjainak kényszerpalyara allitasat is magaban
foglalja. Ez a legegyszénb esetben azt jelenti, hogy a doldvealamely pontjanak kitérését
egy meghatarozott értéken tartjuk. Ezt szemléltétPeR. abra A 4.2.3. abranéathato, hogy a
modell a membran és a dob¥eiorozatos tkozéseit is képes kezelni. Egyszeri (itk6zés esetén
a membran kitérésének ditiggvénye varakozasaink szerint alakul: az Utk6zés miatt
nagyfrekvencids komponensek jelennek meg a jelben, amelyek azté@kvanfriafligd
veszteség miatt fokozatosanieiek. Ez lathatd 4.2.4. dbran
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4.2.2. 4bra. A dobvérés a membran Utkdzése kulonbddopontokban 64*64 pontbdl allé
membran- és 16 pontbdl allo dobéerodell esetén. A dobvé@rhosszanak ¥s-énél
.-megfogjuk”, tehat a 12-es sorszamu pont kitéréseét egy konstans értékkel minddyaaiklus
felUlirjuk
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n

4.2.3. abra. Sorozatos utkozések szemléltetése. Pirossal jeloltik asdagmontjanak,
kékkel a membran gerjesztési pontjanak kitérésétea@mataszam) figgvenyében.

0.6 B
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02 —

D_ ]
0.z f// -

04 i
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1 1 1 1 1 1 1 1
a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
n

4.2.4. abra. A membran kitérésitliggvenye varakozasainknak megféési alakul
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Ertékelés

A dolgozatban a véges differencia modszer apparatusat fedtheeszfelépitettik majd a
dobmodellbe integraltuk a membran és a daobwegy lehetséges modelljét. Az idealis
membrant fokozatosarbwitve jutottunk el egy 6sszetett dobmodellig. Az egyes fokozatokat
implementalva lehéség nyilt a generalt hangot leginkabb befolyasolo téikyeeészletes
vizsgélatara. Az eredmények értékeléséhez az altalunk etvaggrések eredményeit is
felhasznaltuk. Véleménylnk szerint, annak ellenére, hogy a modell mégdammateljes, az
eredmények igen biztatdéak: a generalt és a felvett dobhangok hasonlésaga szembeot

A dolgozat elejen bemutattuk a har véges differencias modelétzletesen
foglalkoztunk a mddszer sajatossagaival, kilonds tekintettel a ridimestabilitasi
problémakra. A Von Neumann-analizis j0l hasznalhat6 moddszernek bizomyudt a
numerikus stabilitds, mind a numerikus diszperzio vizsgaladadészkretizalt modell mellett
részletesen foglalkoztunk a hur differencialegyenletének analitikeigolodsaval, igy a
modell modusfrekvenciait a vart eredményekkel 6sszehasonlitedbdég nyilt a modell
ertékelésére.

A membran targyalasanal bemutattuk, hogy a hurra alkalmazott mekidaegyan
altalanosithatok kétdimenzidés rendszerekre. A Von Neumann-anal&ggtségével
meghataroztuk az idedlis membran stabilitAsanak feltételéfgd mmegmutattuk, hogy
kétdimenzios rendszerek véges differencia modelljében a numerikperdi® iranyfigg. A
membran differencidlegyenletét additiv tagokk@libve bemutattuk, hogy a véges differencia
modszer segitségével hogyan vehetjik figyelembe a modell hang@gimédékben
befolyasold ténydiket. A frekvenciafliggetlen veszteség targyalasanal lakhattagy a
differencialegyenletben a derivaltakat tobbféleképpen is kozglikhets a kozelités modja
alapveben befolyasolja a modell stabilitasat. A kovetkedépés a csillapitas
frekvenciafliggésének figyelembe vétele volt. E jelenség madskeazért Iényeges, mert a
valédi hangszerek hangjat jelésén befolyasolla az a tény, hogy a nagyfrekvencias
komponensek lecsengése gyorsabb. Ezt Kkéwetoviden megvizsgaltuk, hogy a merevség
okozta diszperzi6 mennyiben befolydsolja a moddusfrekvencidkat. #rraegéllapitasra
jutottunk, hogy ez a jelenség igen kis meértékben van hatassal auspektés igy a
létrehozott hangra, ezért modellezése nem feltétlenil szigksAgeemlineéris viselkedés
ezzel ellentétben alapvein befolyasolja a dob hangjat, ezért részletesen foglalkoztunk
modellezésének elméleti hatterével, és a membran végesendife modelljébe tortén
integralasanak kérdéseivel.

A kutatas soran elért legjelésebb Uj eredménynek azt tartjuk, hogy felismertik azt,
hogy az életlhh hangzas eléréséhez a dolbverzgését is figyelembe kell venniink. A merev
rad differencidlegyenletéb kiindulva, a frekvenciafldy veszteséget is figyelembe véve,
sikeresen felépitettik a dobgerigen életi modelljét. A dobvaFq és a membran
talalkozasanak modellezésével, tudomasunk szerint eddig egyedilallé neggol)yan
modellt hoztunk Iétre, amely nem csak a hangszer, hanem a édabzgését is modellezi,
nagymértékben noévelve a dobhang valogagpét. A felépitett és implementélt
hangszermodell mar jelenlegi formajaban is alkalmas lehegyakorlatban tortéh
felhasznaldsra, mivel alkalmas j6 éedi és valtozatos hangmintak készitésére. A
valésagos dobok hangjanak reprodukalasa mellett kilonleges, eddig neth Hehgok
létrehozasara is lelietég nyilik.

Ahogy korabban mar emlitettiik, az eddig felépitett modell neestedj dobtest és a
hangterjedés vizsgalata és a megéetabdell felépitése kébbi kutatasok targyat képezi. A
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valos ideji megvalositashoz elengedhetetlenll sziikséges a szamitassgéhgntése, igy
hosszu tavu terveink kozott szerepel az digezetben roviden bemutatott fizikai alapu
modellezési modszerek részletes vizsgalata, ill. 0sszehdasanlitA szamitasigény
csokkentése mellett a valds idenegvaldsitashoz a paramétertér stabilitasi tartomanyanak
pontos felmérése is szlikséges. A teljes dobmodell felépités@ieonényliink szerint mind a
szamitasigeny, mind a hangrbgeg szempontjabol @lyos lehet a komponensek eftér
modszerrel tortéh modellezése, igy a kilonk®zmaddszerekkel felépitett modellek
csatolhatosaganak vizsgalata is céldiseink kozott szerepel. A felsoroltakon kivil a
jovobeli kutatasok targyat képezheti a membran fizikai alapi modddljgva@bbi vizsgalata
ill. fejlesztése (pl. a diszkretizacié kulonkédzitt nem targyalt lehéségeinek részletes
elemzése, megvaldsitésa).

Az e terlleten eddig elért eredmények, az ilyen témaju munkakegszokotthoz
képest, részletes ismertetése és értékelése miatt @zabig kiindulasi pont ill. referencia
lehet a véges differencia modszer ill. a hangszintézis irant édd&ldzamara.
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Flggelék

F.1. A har differencialegyenletének analitikus megoldasa

Az aldbbiakban a teljesség kedvéért levezetjik a hur 2.2. pontban kozitdésat. A
levezetés [Fletcher, 1991] alapjan készult.

Az egyenlet megoldasat keressiuk a koveilkdakban:
y(xt) = f,(ct—x)+ f,(ct+x) (F.1.1)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a differencialegyenlet nddgalt két egymassal ellentétes
iranyba haladé hullam 6sszegeként keresdEkszor irjuk fel a megoldast szinuszos haladé
hulldmok esetén.

f(ct—x)= AE'kin%(ct -x)+B E:os%(ct - x) = ABin(at — kx) + B ogat — kx)

(F.1.2)

f,(ct+x)=C E'kin%(ct +x)+D Ed:os%(ct +x) = C [3in(at + kx) + D [eogat + kx)

(F.1.3)
k :E = 2_77
c A

A k mennyiség neve hullamszam. Felhasznaljuk azt a peremfeltédgy a két végén
befogott hur kitérése a végeinél zérus.

y(0t)=0  (F.1.4)

y(L,t)=0  (F.1.5)

° Ez a megoldas Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) nevéhidik.
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ahol L a hdr hossza(F.1.4)et (F.1.2Ybe és(F.1.3}ba behelyettesitve majd a kapott
egyenleteket 6sszeadva:

Asinat + Bcosat + Csinat + Dcosat =0

Az egyenbség csak akkor teljesulhet, ha

Visszahelyettesitve(F.1.2ybe és (F.1.3}ba, majd (F.1.1}et kifejezve a kovetkéz
egyenlethez jutunk:

y(xt) = 2[{Bsinat — Acosat)3inkx

A (F.1.5)szerinti peremfeltételt behelyettesitve:

sinkL=0
K =TS 27 (g
L c A,
)2
n

Arra az ismert tényre jutottunk, hogy a két végén befogott hir cse@hatarozott
hullamhosszu szinuszos jel alakjat veheti fel. A kilodbdmllamhosszd megengedett
szinuszhullamok nevaddus A médusfrekvencidlF.1.6) alapjan:

f =nlf, (F.1.7)

n

Tehat am-edik modus frekvencigja a frekvencian-szerese. A megoldas altalanos alakja:
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y(x,t)=> (A, sinwt + B, cosw,t) Bink, x (F.1.8)

Tehat tetséleges(F.1.1) szerinti megoldas felirhaté a médusok sulyozott 6sszegeként.

F.2. A har differencialegyenletének levezetése a tomeg-
rugo modellbdl

Az alabbiakban levezetjik az idedlis huar véges differenciatogsg-rugdé modelljének
ekvivalenviajat.

Az i-edik tbmegpontra haté @&felbonthatd egyx €s egyy iranyl dsszetdire, ezeket rendre
F*-szel ésk”-nal jeldljuk. Vezessik be a kdvetkeeloléseket:

F.2.1 abra. A tomeg-rugdé modellben hasznalt mennyiségek szemléltetése
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Fe azi-edik tomegpontra dle balra 1% rugo altal kifejtett aF
A Fe X, ill. y iranyd komponensenek nagysaga

Lg azi-edik tomegponttdl balra Iéwugo hossza

Ls ., Lg Fs x,ill. y iranyd komponensének nagysaga

F,: azi-edik tomegpontra dle jobbra Ié¥ rugd altal kifejtett a¥
Fr R F, x.,ill. yiranyd komponensének nagysaga

L, : azi-edik tomegponttdl jobbra Iéwugod hossza

[ F, x,ill. y iranyd komponenséenek nagysaga

F. a kovetked alakban irhat6 felH.2.1 abra):

Fe =(Ls - L°)K o cos e, )+ Ly sina (2, (F.2.1)

B

e, ése, azx ésy iranyl egysegvektorok Descartes-koordinatarendszerben. A tort adja meg
Fe iranyat.(F.2.1)az alabbi egyszébb alakra hozhato:

F =(Ly —°)K deosa, ({-e,) +sina, 2]  (F.2.2)
(F.2.1)és(F.2.2) mintajara felirhatd, is:
F, = (LJ‘ -1°)K E[k:os,é’i (&, +singB Ey]

Az i-edik tdomegpontra hatdiranyl ebk eredje:

F=F} +F} = (|_Bi - |_°)[|( [tosa, [{-e )+ (LJ‘ - LO)EK [Cosp [,

=, -1, Jecoua + 1, ~L):eoss

ai ésf3 igen kicsi szogek, iggosa; [cosp O .1
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F*=¢ K EﬁLO —Lg +L, - |_0] =e [K [E\/(Lﬁi )2 + (|_§i )2 —\/(LXBi )2 + (L‘éi )2} (F.2.3)

Mivel L} <<L% ésL <<L, (1% F 0(L f 00. Behelyettesitvgr.2.3)ba:
Fr=e KL -L; )00

mivel L 0Ly OAX. A fentiek szerint a tomegpontakiranyu kitérése elhanyagolhato. frjuk
fel most az-edik tomegpontra hatpiranyu ebk eredjét:

FY=F +F) =(L - L°)K Bing, &, +(L, -L°)KBing @, (F.2.4)

Kis a;, ill. 5 szbgekre igaz, hogy

y y
sing, Otana, = —- 0—-
Lg  AX
illetve
sing Otang L, O L,
[ = —- [—L
' L AX

(F.2.4)be behelyettesitve:

F =e, (K EE(LBI - L°)E—I%‘(+ (L, - LO)E%(} =

(F.2.9

=g, [K EE(AX- L°)E—I%‘(+(Ax— LO)E-I%(}

Ly ésL) felirhaté a kovetkezalakban:

Lg =¥ — Y, (F.2.4)

L3 = Y~ ¥ (F.2.5)
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Ahol y; azi-edik tbmegponty iranya kitérése(F.2.4)et, (F.2.5)6t és(2.4.2}t (F.2.4)-be
behelyettesitve:

.
F =eyGA—XEﬂyi_l—2yi + Vi)

Mivel F” iranya egyértelin, a tovabbiakban elegetd vektorok nagysagaval szamolnunk:

T
R’ :&[h’i—l_zyi + yi+l)

F” helyére behelyettesity@.4.1)et, és felhasznalva, hogy

a kovetked egyenletet kapjuk:

2

T
G%t—gl:&[ﬂyi-fzyi + yi+1)

Ez az egyenlet, azdbeli diszkretizacio elvégzése utan, a 2.4. pontban leirtak szeribiva V
mel tortérd diszkretizacidval azonos eredményre vezet.

F.3. A membrant leir6 PDE polarkoordinatas alakjanak
levezetése

Mivel az irodalomban altalaban csak a végeredményt kozlik |&sbiakban levezetjuk a
membran differencialegyenletének polarkoordinatas alakjat.
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A (3.1.1.1)egyenlet polarkoordinatas alakjat keressik, ehhecilazy szerinti derivaltakat

és ¢ szerinti derivaltakkal kell kifejeznink. A koordinatak kozott a koveikiszszefliggések
érvényesek:

X=TrCcos¢
y=rsing
r = X2+y2

@ = arctanZ
X

A tbbbvaltozoés fliggvényekre érvényes lancszabdly szerint

7, 2020200 0209 3y
oxX Orox 0d¢ ox

z'y _Q _ 0z or az 9 (F3.2)
oy ar ay 6¢ ay

El6szor hatarozzuk me%L or 99 es—¢ értékétr ésg fliggvényében:
dy ' ox ay
a_rzl 2x  _ X r cosp rcos¢=cos¢
ox 2 /x2+y? X2 +y? \/r cos g +r?sin’ ¢ r
or_1 2y _ y rsing rsin¢ .
Z == = =sing
oy 2x+y?  xXP+y? \/r cos g +r2sin’g r
ap_ 1 _ yj__ y _ rsing __rsing _ _sing
- 2 w2 |- 2 2 = 2 2 i 4 2
ox 1+(yj X x?+y r2cos g +r?sin’ ¢ r r
X
g _ 1 [él)_ 1 x r cosp _rcosp _ cosp
NG T S 2 T2 2
oy 1+(yj X x+); xX* +y? T ZcoS @ +r?sin ¢ r r
X
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(F.3.1)be ill. (F.3.2)be behelyettesitve:

z ——c sp-9ZSNP g
¢ r

.0z . 0z cosp

z, —Esmgﬁ +%T (F.3.4)

A (3.1.1.1)ben szerepl x ésy szerinti masodrenidderivaltak meghatarozasahoz a kapott
kifejezésekre ismételten alkalmaznunk kell a lancszabalyt.

z;y:% ai( )%+%(z)g&ﬁ (F.3.6)

A kifejezések tagjait kulon-kulon irjuk fel:

0 (.\_0°z [ 8%z sing _ 0z sing
o ()= gz o0 (ara;» o rzj

0 (.\_ 0%z 0225|n¢ 0z cosp
( ) cosp - —S|n¢ ((w ; 6¢ ; J

2 2
i(z'):ﬂsin¢+ 0°z cosp _ 0z cosp
YIoor? oog r  0p r?

0 (\_ 0%z 0z 0°z cosp _ 0z sing
a¢(z) aa¢sm¢ or C°S¢+a¢2 r g r

(F.3.5)be éqF.3.6)}ba behelyettesitve:
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ox 0¢ X
0°z _ 0°z sing _ 0z sing
_(a_cos‘” g 1 0g 12 jEOS¢+
( 0°z —sm¢ 0°z sing _ 9z cos¢]#—sin¢] _
orog or 0> r ¢ r

2 . . 2 .
2 cosz¢ 0°z singcosyp +Esm¢(2:os¢ _ 07z singcosp N
a ordg r 0¢ r ordg r
+gsm2 ¢, 0°z sin® ¢ L 0z singcosp _
an r ag> r*>  ag r?

2 2 H HYJ H 2 H
_0°z 2co§¢ 0 §S|n2¢+gsm ¢+£2E$|n¢zcos¢_ 0°z 2[3ing cosy
Cor 09p° r or r 09 r ordg r

Yooyt or 7oy 0 y
2 2
6—5| ng + z Cos¢_£c0§¢ ($ing +
or? orog r 09 r
2 2 H

+ 0°z 92 Ging + _Cos¢+a§cos¢_gsm¢ Eposqﬁ:

orog or 09 r 09 r r

2 2 . . 2 .

_d 2zSln b+ 0°z sing cosp _25|n¢(2:os¢ N 0°z sing cosp N
or orog r 09 r ordg r

+Qco§¢ N 0’z cos’ ¢ _ 9z singcosp _
a ag> r>  op r?

_ 0%z 0°z co§¢+%co§¢_z(2@kin¢cos¢j+ 0°z 2[8ingcosp

——sin?
or? o+ ag> r> or r ¢ r2 orog r
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A (3.1.1.1)egyenletben ax ésy szerinti masodreridderivaltak dsszege szerepel:

2 2 or r r

r r
+E[2E¢;in¢cos¢ _ 2&in¢cos¢j+ 0°z [2@;in¢cos¢ _ 2&in¢cos¢j _
¢ r2 r2 orog r r

grz (cosz¢+s|n ¢) 0¢z(sm ¢, cosz¢j @[sin2¢+co§‘¢J+

az 162 1622
T or? rar r? o¢?

Behelyettesitve megkapjuk a végeredmeényt:

0°z _ ,[0? z, 1oz 1 0°z
—=c
ot? or? r ar r’ og®

F.4. Az Utkdzésnél hasznalt konstansok kiszamitasa

Az alabbiakban k6z6ljuk a dobveés a membran Utkdzésének implementalasadhoz sziikséges
konstansok kiszamitasi modjat.

_ 2
O 2a OR"+R’)
__QC
AG= o, [Any
_QCR;
AC = At
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2
)
DC,=QCH-2 -4t 06 o (2] , R

AZ CAmAt MDY p, AAD?

m d m d
eceocdRAR L, R, R
2/t At AnmrAt AtAd

4m a membran/d pedig a dobvér pontjai kozoétti thvolsagot jeldli.
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MATLAB programok

M.1. Az idealis huar (2.3.8) szerinti modelljének MATLAB
megvalositasa

clear all;

N = 64; % tomegpontok szama

count = 200; % a szimuléci6é hossza

yl = zeros(1, N); % kitérés az el6z6 mintavételi idépontban

y2 = zeros(1, N); % kitérés most

y3 = zeros(1, N); % kitérés a kovetkezé mintavételi idépontban

y2(3:8)= 0.2 * hanning(6); % gerjesztés

i=0;

while (count>i)
i=i+1;
y3=[y2(2:N), 0] +[0, y2(1 : N-1)] - yI;
y3(1) = 0;
y3(N) = 0; % a szélsd pontok lefogasa
plot(y3); % abrazolas

axis([0 N+1 -1 1));
F(1) = getframe;

yl=y2;

y2 =ys3;
end
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M.2. Az ideadlis, négyzet alaki membran MATLAB
megvalositasa

clear all;

count = 200; % a szimulaci6é hossza

L=1; % a membran oldalanak hossza
N = 64; % a pontok szamanak négyzetgyoke
dx = L/(N-1); % a membran két pontjanak tavolsaga

fs =44100; % mintavételi frekvencia
dt = 1/fs; % mintavételi id6

c = 0.5 *dx / dt; % terjedési sebessag
A= (c*dt/dx)"2; % konstans

z1 = zeros(N, N); % Kitérés az el6z6 idépillanatban
z2 = z1; % kitérés most % inicializalas
z3 = z1; % kitérés a kovetkez6 id6pillanatban

radius =5; % gerjesztés
z1((N/2-radius):(N/2+radius),(N/2-radius):(N/2+radius)) = hanning(2*radius+1) *
hanning(2*radius+1)’;

22=71;

zeroh = zeros(1,N); % segédvaltozék
zerov = zeros(N,1);

i=0;
while (count>i)
I=1+1;

z3 = (A * ([z2(1:N, 2:N), zerov] + [zerov, z2(1:N, 1:N-1)] + [z2(2:N, 1:N); zeroh] +
[zeroh; z2(1:N-1, 1:N)] -4 *z2) + 2*z2-271);,

z3(1,1:N)
z3(N,1:N)
z3(1:N,1)
z3(1:N,N)

nonopgn
oLloL

surf(1:N,1:N,z1); % abrazolas
axis([O N+1 0 N+1 -1 1]);

grid off;

view(30,20);

F(1) = getframe;

z1=22;

22 =73;
end
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