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alkalmazasaval

Az akusztikus dobfelszerelés hatranya a nagy mésétga, és a nagy hangereje, emiatt az
otthoni gyakorlas csak kevés dobos privilégiumaerEproblémak kikliszobolésére jelentek
meg az elektronikus dobok: a kereskedelemben kaptabszintetizatorok é&te felvett
hangmintdk visszajatszasan alapulnak, és bar ggaskartobbnyire megfelétk, a dobok,
cintanyérok hangi valtozatossagat nem képesekaasse. Killondsen igaz ez a cintanyérok
esetére, melyek hangja a megités pontjatdl ésg@dilefliggéen valtozik, ill. a rezgés
nemlinearis jellege miatt fligg a cintanyézél allapotatol (korabban megitott hangoktol) is.

A hangmintdk visszajatszdsa helyett haros és flvasgszerek esetén tobb hatékony,
ugyanakkor j6 hangméiséget biztosité fizikai modellezési technika isdelkezéstinkre all.
Kétdimenziés rendszerek esetén azonban, mint anekyg@l. a membranok és a lemezek,
nincsenek még olyan bevalt modszerek, amelyek jdgmadséget biztositananak
elfogadhat6 szamitasigény mellett.

A hallgat6 feladata a cintanyérhang modellezés@ragsznalhaté lemezmodell megalkotasa
a vegeselem mobdszer alkalmazasaval. Mivel a téuéti valdos iddj hangszintézis
megvalositasa, az dthrtomanybeli (idlépéses) valtozat alkalmazasa szikséges. A hallgatd
munkéajanak a kovetkékre kell kiterjednie:

* Ismerje meg a végeselem maodszert, és tekintse agwzkét-, és haromdimenzios
hullamegyenlet modellezésének lgtsetgeit!

+ Matlab segitségével valositsa meg a négyzetes déoraalakl linearis lemez
frekvenciatartomanybeli végeselem modelljét, és adett altal szamitott
modusfrekvenciakat vesse 6ssze az irodalom adHtaiva

* A végeselem modelleket hozzadliépéses alakba, és végezzetadomanybeli
szimulaciokat!

* A cintanyért modelleZ lemez gerjesztését (dobgeel tortérd meguités) fizikai modell
segitségével vegye figyelembe, és a gerjesztésihouebgralja az idlépéses
végeselem szimulacioba!

e A cintanyér sugarzasanak hatasat kis szamitadigfply pontforrasokat alkalmazo)
modellel vegye figyelembe!

o Térképezze fel a cintanyérlemez nemlinearis moné&dének lehéségeit, és
amennyiben lehetséges, épitse be é&jEses végeselem modellbe!
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Kivonat

A szamitéstechnika fejlédésével a fizikai alapt hangszintézis egyre nagyobb népszeriiség-
nek 6rvend. Célja, hogy a hangszer fizikajabol olyan diszkrét ideji rendszert vezessen le,
mely élethiien visszaadja jellegzetes tulajdonsagait. Az irodalom jelen alldsa szerint még
nem létezik kellemesen hallgathaté cintanyérhang-szintézis, ugyanakkor a rendelkezésre al-
16 hangmintak mindenképpen biztatdak: a hangszer jellegzetes és viltozatos tulajdonsigait

jol reprodukaljak. Az 6sszhangzis azonban még kellemetlen, gépies.

A cintanyér elsére egyszertibb hangszernek tdnik, mint a példaul zongora vagy a hege-
dd, azonban valésaght modellezése roppant nehéz feladat. Hangzasa bonyolult, nemline-
aris jelenségeken alapul, ezért elkeriilhetetlen valamilyen numerikus moédszer hasznalata.
Az irodalomban eddig véges differencidk modszerével, illetve modalis szintézissel probal-
koztak. A végeselem modszert (kozvetleniil hangszintézis céljabol) még nem alkalmaztak,
ugyanakkor a modalis megoldasok egy része éppen végeselem moddszerrel meghatarozott
modusalakokra épil. Jelen dolgozatban kisérletet teszek a cintdnyér hangjanak fizikai ala-
pu szintézisére végeselem modszerrel. Ehhez el6szor a hullamegyenlet példajan keresztiil
megoldashoz a véges differencidk modszerét hasznalom, és vizsgalom annak stabilitasat is.
Ezt kévetGen bemutatom a linearis Kirchhoff lemez végeselem modellezését a Morley és
Argyris elemek felhasznélasaval. Hatékony és az irodalomhoz képest altalanosabb algorit-
musokat adok a globalis egyenletrendszer matrixainak felirdsara, végiil 6sszehasonlitom a
numerikusan kapott médusfrekvencidkat az irodalmi adatokkal. A lemez gerjesztését egy
egyszeri, nemlineéris témeg-rugé elrendezéssel modellezem, és a hangsugérzasra egy mini-
maélis szamitasi igényt, pontforrasokat alkalmazé médszert mutatok be tortrészkésleltetd

szirsk alkalmazéasaval.

A linedris lemezmodellt kiterjesztem a nemlinearis von Karméan egyenletekre is, és bemu-
tatom annak egy idélépéses megoldasat. Roviden Osszegzem a modell tovabbfejlesztésének

lehet&ségeit: a gorbiilet és az anyaginhomogenitas modellezését.



Abstract

Due to the rapid evolution in computational technology, physics-based sound synthesis
is becoming more and more popular. It aims to develop a discrete-time system based on
the instrument’s physics, that can reproduce the characteristic sounds of the instrument.
The state of the art on the physics-based sound synthesis of cymbals is still far away
from industrial applications, however, based on the available sound samples the progress
is encouraging: the various sound effects of cymbals (like pitch glides and crashes) can be

sufficiently reproduced. However, the overall sound is still heavily artificial.

Though the cymbal seems to be a simpler instrument than eg., the piano or the violin,
simulating it properly is a difficult task. The characteristic sound of cymbals is based on
strong nonlinear effects thus numerical methods are inevitable. One can find finite difference
methods and modal approaches in the literature. The finite element method, with the aim
of sound synthesis, has not been directly applied, however, some of the modal approaches
are based on finite element modal solutions of the linear problem. In this Thesis, the finite
element method is applied to the nonlinear vibration problem to generate sound. To begin
with, the finite element theory is presented and applied to the wave equation. The time-
domain solution is generated with the finite difference method, and its stability is analyzed.
In the next step, the finite element discretization of the Kirchhoff linear plate is presented
using the Morley and the Argyris elements. Efficient and general algorithms are provided
for the assembly of the global matrices. The numerically computed modal frequencies are
compared against the literature. Besides, a simple, nonlinear mass-spring network is used
to excite the plate and an efficient sound radiation model is also presented with point

sources and fractional delay filters.

Finally, the linear finite element model is extended to the nonlinear von Karman plate
model with time-stepping methods. In the end, possibilities of model refinement are shortly

discussed.



Bevezeto

Barmilyen hangszeren megtanulni komoly kihivast és elkdtelezddést kivan. Toébb évnyi
gyakorlas és gyakran sok kudarc utan 1éphet valaki el6adémiivészi vagy zenekari palyara.
Eppen ezért kevés zenész kivaltsaga, hogy 1-2 hangszernél tébbet tud profin, virtuézan
megszolaltatni, vagy éppen egy hangszerarzenalt megvéasarolni. A szintetizdtorok megje-
lenésével lehet6ség nyilt akar tobb szaz virtualis hangszer ,megszolaltatasara” pusztin a

zongorajaték ismeretével.

Bizonyos hangszerek esetében a ,sok évnyi gyakorlas” nem is olyan konnyedén kivitelezhets.
A dobok, cintanyérok mellett a harsany favés hangszerek otthoni gyakorlasara nem min-
denkinek van lehetgsége. Lakohelytdl fiiggfen a kornyezet szadméra zavard lehet a gyakori
,zaj’, és nem varhaté el sem a szomszédoktol sem a csaladtol, hogy ezt tartésan elviselje.
De miért is vegye el ez barkitsl a lehetGséget, hogy a zene vildgaban elmélyedjen? Sza-
mukra megfelel§ alternativat biztosfthatnak a szintetizétorok. Kiilonosen dobok esetében
terjedt el azok kicsi, jol hordozhato, digitédlis szintézisen alapulé valtozata. Egész egyszert-
en fejhallgato, vagy kis teljesitményd hangszord segitségével adott a hatartalan gyakorlas
lehet@sége. S6t szamos zenekar éppen ezen el6nyei miatt mar a digitalis dobot viszi a sta-
dioba vagy akar koncertre is. A virtuélis dobok hangzésa igen jo, és bar a valdédi hangszert

nem helyettesitik 100%-osan, a kiilonbséget csak egy profi jatékos veszi észre.

Mas a helyzet sajnos a cintanyérok esetében. Léteznek ugyan digitdlis cintanyérok, de
sokan mégis mell6zik hasznélatukat, mert nem adjak vissza azt a hangzést, melyet a ,fém”
hangszer biztosit. A legtdbb digitélis cintanyér elére felvett minték visszajatszasan alapul,
igy alaposan korlatozza a dobos miivészi szabadségat: az iités ereje, helye, jellege jelent&sen
befolyasolja a hangzast. Az iités erGsségének mérése még csak-csak kivitelezhets, de az
iités helyének meghatarozasa mar nehezebben - pedig 6riasi jelent§sége van a hangzds
kialakitasaban. Es ez még csak a kezdet: méasképp sz6l a cintanyér egy puha, és masképp
egy kemény iit6vel. Masképp sz6l, ha gyorsan iitjiikk meg t6bbszor egymés utan, kiilonbozs

vagy éppen azonos helyeken.

Szémos hangszer esetében kideriil, hogy a szintetizdlt hang nem olyan j6, hogy a profi
zenében is hasznélni lehessen. A szintetizalt hangszerek nem képesek visszaadni sem a
Jkézzel foghatd” zeneszerszam hangzasit, sem az azt profin kezel§ zenész jatékat. Elére
felvett hangmintikat jatszanak le, ezért a hangmagassig valtoztatasan kiviil nagyon nincs

maésra lehetdség. A fizikai alapi szintézis egy alapjaiban mas megkozelitést alkalmaz. A



hangszer fizikdjabol indul ki, annak fizikai térvényeibdl, egyenleteibdl. Ha képesek vagyunk
a hangszer fizikdjat megérteni, és rajonni kiilénleges hangzasanak fizikai eredetére, akkor

talan lehetdség adddik olyan szintézisre, melyet a zenész korlatozasok nélkiil hasznélhat.

Rengeteg hangszer fizikai alapu szintézisére taldlhatunk példat, koztiikk a zongorara [4]
a klarinétra, a szaxofonra, a hegeddre [39], és még sorolhatnénk. Cintényér fizikai alapa
szintézisének tekintetében kicsit sztikdsebb az irodalom. Bilbao [6] véges differencidk mod-
szerével probéalkozott (és ezzel jelen dolgozat elkésziilését motivalta), Ducceschi és Touzé

pedig modalis megkozelitést alkalmazott [12, 13, 30].

A cintanyér elsére elég egyszertd hangszernek tiinik, példaul egy zongorahoz vagy szaxofon-
hoz képest, azonban élethtien modellezni rendkiviil nehéz feladat. Nem egyszertsithetjiik
a modell bizonyos részeit egydimenzios rendszerekkel (mint példaul a zongora esetében a
hart vagy a szaxofon esetében légoszlopot), és nem helyettesithetjiik a modell egyes részeit
meéréseken alapuld atviteli fiiggvényekkel. Mindenképpen a teljes, kétdimenzios rezgést kell
modellezni, mely (a lemez merevsége miatt) nem is egy ,szokasos” hullamjelenség. Raada-
sul a rezgés erds nemlineéris jelenségeken alapul, melyek modellezése kulcsfontossagu a
szintézis soran. A megfelel§ hangzashoz pedig a cintdnyér enyhe gorbiiletét és anyaganak

inhomogenitasat is figyelembe kell venni.

A rendelkezésre all6 hangmintik alapjan szubjektiv véleményem, hogy a jelenleg létezd
fizikai alapu cintanyér-szintézisek (nagy sajnalatomra) nem hallgathatok kiilénosebb élve-
zettel. Azonban egy valamit biztosan allithatok: a cintanyér hangjanak jellegzetes tulaj-
donsagai hallhatéak, a fizikai modell nagy eséllyel alkalmas lehet j6 mingségt cintanyér-

szintetizatorok készitésére.

A Bilbao 4ltal bemutatott véges differencia modszer sajnalatos modon a numerikus kézeli-
tés miatt hallhatd csorbét szenved - ahogy erre a szerz6 is felhivja a figyelmet. A probléma
forrdsa a véges differenciak moédszerének jellegzetes hibaja a numerikus diszperzi6. Ennek
hatasara a modusfrekvencidk elhangolédnak, mindemellett a nagy mintavételi frekvencia
ellenére az eredmény erdsen savkorlatozott lehet. A cintényér korszimmetridaja tovabb ront

a helyzeten: a numerikus diszperzi6 polarkoordinata-rendszerben még erGsebb [6].

Annak érdekében, hogy ezt a problémat kikiiszébdljem a végeselem modszer alkalmazasa-
hoz fordultam, melyet éppen ugy fejlesztettek ki, hogy barmilyen geometriat képes legyen
tetszéleges pontossidggal modellezni. Mindemelett hatékonyan alkalmazhaté anyaginhomo-
genitas modellezésére, mely kulcsfontossidgi a cintanyér szintéziséhez. Jelen dolgozatban
kisérletet teszek a cintényér fizikal alapi szintézisére végeselem modszerrel. Jelenlegi tu-
doméasom szerint a moédszert direkt médon még nem alkalmaztak cintanyér hangjanak

szintézisre, ugyanakkor a rezgést leir6 egyenletet részletes analizisére mar igen [37].

A dolgozat felépitése
Az 1. fejezetben roviden osszefoglalom a leggyakrabban hasznélt szintézismodszereket, be-

leértve a fizikai alapi szintézis lehetségeit is.



A cintanyér szintézisének legfontosabb eleme a nemlinedris lemez numerikus szimulécidja.
Ezt elskészitends, a 2. fejezetben a hullamegyenlet példajan keresztiil bemutatom a hul-
lamjelenségeket leird parcidlis differencidlegyenletek lefontosabb tulajdonsigait: peremfel-
tételeket, kezdeti feltételeket, energiaviszonyokat és modalis megoldasokat. A 3. fejezetben
bevezetem az Olvasét a végeselem modszer alkalmazasaba: elmélettel és implementédcidval
egylitt. A 4. fejezet képezi a dolgozat legfontosabb részét, a Kirchhoff féle linearis lemez

végeselem modellezését.

Némi kitérs kovetkezik: az 5. fejezetben egyszerd és minimalis szamitasigényd modszereket
mutatok a gerjesztés és a hangsugarzids modellezésére. Ezeket csatolom a lineéris lemez
végeselem modelljéhez. Végiil a 6. fejezetben a von Karman nemlinearis lemez végeselem
modellezésének lehet§ségeit ismertetem. A dolgozatot az Gsszefoglalas és a tovabbfejlesztési

lehet@ségek ismertetése zarja.



1. fejezet

A hangszintézis modszereinek

Attekintése

A szamitastechnika és elektronika rohamos fejlédésének a zeneipar is hasznat vette. A 60-as
és 70-es évek kornyékén tomegesen terjedtek el a zenei szintetizatorok, melyek az analog
elektronika vivmanyain alapultak. A 80-as és 90-es évek kornyékén, a szdmitastechnika ug-
rasszerd fejl6désének koszénhetGen megjelentek a digitalis jelfeldolgozason alapulé szinte-
tizétorok is. A nagysebességi jelfeldolgozd processzorok lehetéséget biztositanak rendkiviil
valtozatos hangzés kialakitasdra. Mindemellett kdnnyedén testreszabhatok, kis mérettek,

és nem hangolodnak el a kornyezeti hémeérseklet megvaltozdsanak hatésara [33].

Ezen elényos tulajdonsigaival a digitalis szintézis szépen lassan hattérbe szoritotta az
analdég szintézist, igy napjainkban kaphaté szintetizatorok tulnyomoé tobbsége mar mik-
roprocesszoros jelfeldolgozason alapul. A szamitastechnika fejlédése pedig nem &ll meg,
igy egyre bonyolultabb szintézismédszerek jelennek meg, és kapnak teret a szintetizatorok

vildgaban.

Miel6tt ratérnénk a dolgozat f6 témajara érdemes roviden, a teljesség igénye nélkiil megis-

merkedni a legelterjedtebb szintézismodszerekkel |6, 33].

1.1. Absztrakt szintézismodszerek

Az absztrakt modszerekkel kezd6dott a hangszintézis torténete. Egyszer modszerekrsl van

sz0, melyek akar analdg, akar digitalis médon is megvaldsithatoak.

A szintézismodszerek egy része azon a megfigyelésen alapul, hogy az emberi fiil altal egy
azonos hangnak” halott hullimforma idébeli, periodikus fiiggvénnyel irhaté le. A periodi-
kus jelek, a Fourier sorfejtés szerint olyan harmonikus (szinuszos) hullamformak lineéris
kombinaci6ja, melyek frekvenciaja az alapfrekvencia (alapharmonikus) egész szamu t6bb-

szorose.
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1.1. Abra. Az ADSR burkoldgérbe.

Additiv szintézis
Az additiv szintézis sorén kiilonb6z6 frekvencidja, amplitudéja és kezdéfazist harmonikus

fiiggvényeket adunk &ssze kozvetlentil:

N

u(t) = ZAZ- cos(27 fit + ;) (1.1)
i=0

Az additiv szintézis eredményeképp periodikus jelet kapunk, ha i # O-ra f; = ify. Az
emberi fiil altal halott hangmagassagot a frekvenciakomponensek kozotti kiilonbség hata-
rozza meg, mig a hangszint a szinuszfiiggvények amplitidoja és fazisa. Az emberi hallas
fels6 hatara kb. 20 kHz-nél van, igy az addiciot legfeljebb eddig kell elvégzeni. A sily-
zoegyiitthatok és fazisok meghatarozasa kulcsfontossagi a végs6 hangzis szempontjabol:
valés hangszerek hangjét is modellezhetjlik additiv szintézissel, ha méréssel meghatarozzuk

a frekvenciakomponensek paramétereit.

Az 6sszeg eredményét, u(t)-t idétartomanyban burkologorbével szokas tovabb formazni. A
burkologorbe a periodikus jel amplitudojat valtoztatja (a periodusidénél joval lassabban).
Ezzel a hang finom” megjelenése vagy elttinése j6l modellezhets, de lités vagy pengetés

jellegti hullamformékra is jol alkalmazhato.

Gyakori az ADSR (Attack, Decay, Sustain, Release) burkolo hasznalata, melyet a 1.1 abra
szemléltet. Az ADSR burkol6 j6l modellezi példaul fuvos vagy vondshangszerek megszolal-
tatasat: a hang rovid, hatarozott indulésat kovetSen (A és D) alacsonyabb amplitudéon szol
hosszabb ideig (S), majd elhallgat (R). Az (S) rész akar sokkal hosszabb ideig is tarthat,

mint a tobbi szakasz.

Az additiv szintézis énmagéban jol hasznalhato, de (kiilondsen a hangszintézis hajnalan)
nem igazan terjedt el [33]. Ennek oka, hogy a szintézishez rengeteg harmonikus elgéallitasara
van sziikség, mely analog aramkorok esetében sok, jol hangolt oszcillator megvalositasat
kivanja, mely koltséges lehet. Az additiv szintézis inverze, a szubtraktiv szintézis ezzel

szemben  kiveszi” a harmonikusokat, mely sokkal egyszertibb feladat.
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1.2. abra. Szubtraktiv szintézis.

Szubtraktiv szintézis

A szubtraktiv szintézis soran nem frekvencidkat adunk 6ssze, hanem - épp ellenkezéleg
- frekvenciakomponenseket sziriink ki. A kiindulé jel egy harmonikusokban gazdag pe-
riodikus fliggvény, melyet megszirve elgallitjuk a végss jelet. A folyamatot a 1.2. dbra
szemlélteti. A szlrést kovetSen ismét alkalmazhatunk burkologorbéket a hangzas idébe-
li lefutasanak valtoztatasdhoz. A szubtraktiv szintézis kénnyedén implementalhaté mind
analég mind digitalis médon. Erdemes példaul flirész-, vagy négyszogjelbdl kiindulni, hi-
szen ezek konnyedén megvaldsithatok, és felharmonikusokban gazdagok. Az els§ analog

szintetizatorok épp ezt hasznaltak ki [33].

Wavetable szintézis

A wavetable szintézis (més néven ,sampling” vagy ,Pulse Code Modulation”) a digitalis
szintézismodszerek kozé tartozik. A lejatszandé hang egy (vagy t6bb) periodusat a digita-
lis jelfeldolgozd processzor meméridjaban taroljuk, és egyszerien ciklikusan visszajatsszuk.
A wavetable adatainak forrasa lehet valés hangszerek mért jelalakja, vagy tetszéleges hul-

lamforma [6]. A wavetable szintézist a 1.3 abra szemlélteti.

A wavetable szintézissel konnyedén valtoztathato a lejatszott periodikus jel frekvenciaja is

megfelel tjramintavételezés (és atlapolasgatlo sziirg) alkalmazasaval.

—© DSP memoria
Interpolacio

AN
g

Hangmintak

\/

1.3. abra. A wavetable szintézis szemléltetése. A memdridban tdrolt mintdk kéz6tt valamilyen interpoldci-
6t alkalmazunk - példdul az dbrdn ldthaté médon linedrisat. Az dbra ardnytalan: egy periddusbdl
sokkal t6bb minta dllhat rendelkezéstinkre.
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1.4. abra. FM szintézs idétartomdnyban és frekvenciatartomdnyban.

A wavetable szintézis egy nagyon egyszerti, hatékonyan implementalhato, kis szdmitasi
igényt algoritmus, éppen ezért a mai szintetizatorokban (kiilondsen az alsé kategoridkban)

ezt hasznaljak a leggyakrabban.

FM szintézis
Az FM szintézis egy modulald,- és egy vivGjelbsl all, melyek legtobb esethen tisztén szi-
nuszosak. A viv§jel segitségével a modulalo jelet transzforméaljuk magasabb frekvenciéra,

ezzel gazdagitva a spektrumot - és a hangzast is. Az FM szintézis osszefiiggése [6]:
u(t) = Asin(2w fot + I sin(27 fi,t)) (1.2)

ahol f. a viv6jel, fp, pedig a modulalo jel frekvencidja. Ahogy a 1.4. abréan lathato, az FM
szintézis harmonikusokban gazdag spektrumot eredményez. Minden f. £ if,, frekvencian
talalhato egy-egy szinuszfiiggvény. Eppen ezért mondhatjuk, hogy a FM modulaci6 talan
a leghatékonyabb moédszer harmonikusokban gazdag hang el6allitasara. Természetesen az

FM modulalt jelet is ellathatjuk tetszéleges burkol6gorbével.

1.2. A fizikai alapt hangszintézis modszerei

Sok hangszer esetében a fenti médszerek nem alkalmasak jol reprodukalni a hangszer jel-
legzetes hangzasi tulajdonsigait. A fizikai alapi szintézismddszerek igyekeznek ezt a prob-
lémat orvosolni, de ennek ara gyakran a szamitasi kapacités, és/vagy a fejlesztési id6 no-

vekedése.

A hangszerek fizikdjat leggyakrabban (ha nem mindig) differenciéal-egyenletekkel irhatjuk
le. Analitikus megoldasuk bizonyos esetekben kifejezetten egyszert, mas esetekben merész

véllalkozas.

A fizikai alapu szintézisek csaladjat két nagy részre bonthatjuk. Az analitikus megoldason
alapulé moédszerek a folytonos ideji megoldast kozvetleniil diszkretizaljak. Ezek szamitasi

kapacitas szempontjabol altaladban hatékony modszerek. A numerikus megoldason alapuld
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1.5. dbra. Egy L hosszisdgi hirt az x = [0 L] intervallumra képezzik le, és vertikdlis kitérését minden
iddpillanatban értelmezzik.

modszerek a fizikai rendszer leiré differencidlegyenleteket diszkretizaljak, és oldjak meg,

igy gyakran szamitasigényesebbek.

A fizikai alapu szintézismodszerek szemléltetésére a hiur legegyszertibb, egydimenzios, line-
aris modelljét fogom hasznalni, melynek differencidlegyenlete:
2 2

Az u valtozd jeldli a huar kitérését a kezdeti pozicidjahoz képest, ¢ pedig a hir anyagpa-
ramétereitdl fiiggs konstans, mely a hirban terjedd hullam sebessége (1.5. abra). A hart
itt most kizardlag példaként hasznalom a szintézismédszerek bemutatasira. Ez a linea-
ris modell ugyan alkalmas lehet példaul zongora vagy gitarhang szintézisére, de nem adja
vissza jol a hangzas bizonyos tulajdonsagait. Az érdekl6ds Olvasoé a [17]| hivatkozasban
megtekintheti a gitarhang fizikai szintézisét, a [3, 4] hivatkozasokban pedig a zongorahang

atfogd, nemlinearitdsokat is modellezs szintézisét.

1.2.1. Modalis szintézis

A modalis megoldés (avagy modus) a differencidlegyenlet egy specialis megoldésa. A hur
esetében a modalis megoldast térben és idében is szinuszosan valtozé fliggvények formaja-

ban keressiik, azaz:
U (t) = Acos(kzz) cos(wt + @) (1.4)

Ha visszahelyettesitiink az (1.3) egyenletbe, akkor a

w
k2 = = (1.5)

Osszefliggést kapjuk, melyet gyakran diszperzids relaciénak neveznek. A k, egy térbeli

Jkorfrekvencia”, és a A hullamszammal aranyos:

ky = = (1.6)
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1.6. abra. A moddlis szintézis blokkvdzlata. Az R(z) blokkok diszkrét ideji harmonikus oszcilldtorokat
(rezondtorokat) jelélnek.

Tehat az (1.4) egyenlet a hiar modalis megoldasa, ha teljesiil a diszperzios relacio. Figye-
lembe kell venniink, hogy a hir nem végtelen hosszi, hanem (legegyszertibb esetben) a
szélein rogzitve van, mely azt jelenti, hogy ott kitérése nulla. Ez csak akkor teljesiilhet, ha
a hir hossza a térbeli szinuszfiiggvény félhullamhosszanak egész szdmu tébbszorose. Mas

szoval, a szélein rogzitett hir médusai csak olyanok lehetnek, melyekre teljesiil

nm

ke = n=1,23.. (1.7)

Emellett persze tovabbra is teljesiilnie kell a diszperziés relaciénak, igy nemcsak a térbeli

hullamhossz, de az id6beli periédusidé is csak kvantalt értékeket vehet fel.

Belathato, hogy a hir egyenletének teljesen altalanos megoldésa a médusok Osszegeként
irhat¢ fel.

)

u(t) = ; A; cos(n%:n) cos(wnt + ©p) (1.8)
A modalis megoldasok ismeretében a hangszintézis megvaldsithaté a moédusok rezgésének
linearis kombinaci6jaként. Az idében harmonikusan rezgé modusokat diszkrét idejt rezoné-
torokkal valésitjuk meg, és ezek silyozott Gsszege eredményezi a végsé hangot. A modusok
amplitudojat és fazisat egyrészt a gerjesztGers x(n), mésreészt a csillapitas hatarozza meg.

A modalis szintézist az 1.6. abra szemlélteti

A modusalakokat és azok frekvencidit megkaphatjuk, akar a fenti példahoz hasonléan ana-
litikus moédszerekkel, de bonyolultabb rendszerek esetében fordulhatunk numerikus algo-

ritmusok felé is.
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1.2.2. Digitalis hullaAmvezetds

Bevezets példa

Bevezetsként alkalmazzunk az (1.4) egyenletre egy elemi trigonometrikus atalakitést:
A A
U () = 3 cos(kyx — wt) + 3 cos(ky + wt) (1.9)
Kihasznalva a diszperzios reléciot, dtalakithatjuk az aldbbi forméra:

U (t) = gcos(w[t—x/c])+§Cos(w[t+:1:/c]) (1.10)

A kapott eredmény kifejezetten szemléletes. Az elsé tag egy jobbra haladé hullamkompo-
nenst ir le, a masodik tag pedig egy balra haladét. Tehat a hur rezgése felbonthaté két,

egymassal ellentétes irdnyban, azonos sebességgel terjedd hullamkomponensre.

Digitalis hullamvezetd modszer
A bevezetd példa ismeretében lathatjuk azt is, hogy a hur rezgésének teljesen altalanos
megoldasa is egy balra, és egy jobbra halad6 hullam szuperpoziciojaként irhato fel [39, 44].

Ezt szokas d’Alambert féle megoldasnak nevezni. Formalisan
x x
u(z,t) :Ur(t—g)+ul(t—z)- (1.11)

Diszkretizaljuk most térben és idében a fenti egyenletet, azaz legyen t =~ nAt és © ~ kAx.

Ha At elég kicsi, és teljesitjiik a mintavételi tételt, akkor nem veszitiink informaciot.

kA kA
u(nAt, kAx) = u,(nAt — Ta:) + w(nAt + cx) (1.12)
Ha At = Ax/c véalasztassal éliink, akkor
u(nAt, kAx) = uy((n — k)At) + up((n + k)At) (1.13)

Ezzel mar tulajdonképpen megkaptuk a végeredményt. Vezessiink még be két, gyakran

hasznalt jelolést:
u = u,(mAt) u” = u(mAt) (1.14)
Ezzel a valasztassal:
w(kAz,nAt) =ut(n — k) +u” (n+k) (1.15)

Az Osszefiiggés mellett tekintsiik meg az 1.7. szemléletes dbrat. A waveguide két, ellentétes
iranyd késleltet6vonallal modellezi a hullaimegyenletet. A kimenet barmelyik id6pillanat-

ban és barmelyik diszkrét térpontban a két hullamkomponens dsszegeként kaphatd meg. A
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1.7. Abra. A waveguide szemléltetése. A 217 felirati blokkok egy mintdnyi késleltetést jelentenek, ami
implementdcid szemszdgébdl nézve egy tdroldelemet jelent.

gerjesztés szintén a waveguide valamelyik pontjaban mindkét! késleltetévonalban hat. A
hur végein digitalis sztirék taldlhatoak, melyek a lezarast modellezik. Legegyszertibb eset-
ben, amikor a hur a végén régzitve van, az atviteli fliggvények egy veszteségmentes, negativ
reflexiot valositanak meg, azaz v~ (N — k) = —u™(N — k) ill. u= (1 — k) = —ut(1 — k).
Természetesen ez csak a legegyszertibb modell, de szemléltetés céljabol teljesen alkalmas.
A 1.8. abra szemlélteti, mi torténik a szélein régzitett hur hullimkomponenseivel a reflexio
kévetSen. Jol kiilonvalik a két irdnyban terjedd hullimkomponens, melyek a htr régzi-
tett szélein teljes, negativ reflexiot szenvednek. Egy kicsit valésidgosabb modellben a hir
szélein valamilyen veszteséget vehetiink figyelembe, igy a visszavert hullimkomponensek
amplitidoja kisebb, mint a beérkezdké. A waveguide gyakori modszer a har modellezésé-
re, igy alkalmazasaval gitar, zongora vagy hegedd hangja is szintetizalhat6. A waveguide
modszert gyakran hasznéljak favos hangszerek fizikai alapu szintéziséhez is. A kiilonbozé
alkalmazasi lehetségekhez javaslom a modszer kidolgozoja, J.O. Smith online kényvét [39].
Az egydimenzi6s modszer kiterjeszthetd tobbdimenziora is, és hasznalhaté példaul dobok

membranjanak modellezésére [6] is, ugyanakkor sokkal kevésbé hatékonyan.

1.2.3. Transzformacios moédszer

A transzformacios modszer (angol nevén Functional Transformation Method) a differencial-
egyenlet analitikus megoldasan alapul. A megoldast olyan integraltranszformaciok segitsé-

gével allithato els, melyek az egyenlet parcidlis derivaltjait valamilyen médon eliminaljak,

'Ez alol kivételt jelent az a specialis eset, amikor a gerjesztés a waveguide elején (vagy esetleg a végén)
hat. Elgbbire favos hangszerek modellezése soran keriilhet sor.

1 1 1
0.5 ~ ~ 0.5 0.5
0 0 M 0

-0.5 -0.5 -0.5

-1 -1 -1
0 05 1 0 05 1 0 05 1

1.8. abra. Pillanatképek a szélein régzitett hirban terjedé hullimcsomagrdl és annak reflexidjdrol.
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igy a komplex frekvenciatartoménybeli atviteli fliggvényt alkotnak.

Az atviteli fiiggvény aztan diszkretizalhaté és implementélhato. A moédszer implementé-
ci6 szemszogébdl hasonld eredményt ad, mint modalis szintézisnél: rezonatorok linedris

kombinacioja eredményezi a szintetizalt hangot. A modszer részleteiért lasd [34].

1.2.4. Numerikus médszerek

A numerikus modszerek elsgsorban bonyolult egyenletek, és/vagy bonyolult geometridk
esetében valnak elényos modszerekké. A szamtalan numerikus modszer kozil most kettét,

a véges differencidk modszerét és a végeselem maddszert emelném ki.

A véges differencidk modszere
A véges differenciak modszerének alkalmazésa soran kozvetleniil a differencidlegyenletet
diszkretizaljuk térben és idében a derivalas kozelitésével:

ou(x,t)  wu(x+ Ax/2,t) —u(x — Ax/2,t) Ou(x,t) wul(x,t+ At/2) —u(x,t — At/2)

~ ~
~ ~

oz Az ot Azx

(1.16)

A kozelités ismételt alkalmazaséaval a masod (vagy magasabb) rendi derivaltak kozelitése
is megkaphato. Az (1.3) egyenletre alkalmazva a kozelitéseket:
u(z,t + At) — 2u(x,t) + u(z,t — At) 1 u(z+ Ax,t) — 2u(z,t) + u(z — Az, t)

At2 2 Az? (1.17)

Az egyenletet atrendezve azt lathatjuk, hogy egy adott idépillanathoz képest a At - vel
késébbi idgpillanat megoldasfiiggvénye barmelyik térbeli pontban elgallithatd a kérnyezd
pontok eléz6 id6pillanatbeli megoldasabol:

1 u(x + Az, t) — 2u(z, t) + u(z — Ax,t)

u(x,t + At) = 2 AL? At? + 2u(x,t) — u(z,t — At)
(1.18)

A moédszer nagyon egyszerd, és konnyedén, hatékonyan implementalhaté. A fent bemuta-
tott moédszert explicitnek nevezziik, mert az kovetkezd id6pillanat kizarolag az el6z6 id6-
pillanat felhasznalasaval elgallithato (1.9. dbra). Léteznek olyan, an. implicit modszerek,

melyek esetében ez nem igy van. Ekkor egyenletrendszer megoldéasa valik sziikségessé.

A véges differencidk modszere kiterjeszthets tobb dimenziora is, igy akar dobok, cintanyé-
rok szintézisére is alkalmas lehet. Az egyszertiségei mellett érdemes sz6t ejteni a hatranyai-
rol is. A véges differencidk modszere elsGsorban szabalyos geometridk esetében alkalmazha-
t6 hatékonyan. Jellegzetes numerikus hibija az n. numerikus diszperzié. Ennek hatasara a
harmonikusok elhangolédnak, mely gyakran hallhaté disszonanciat eredményez, és a magas

mintavételi frekvencia ellenére is savkorlatozotta teszi a végeredményt. Mindezen hatranyai
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ellenére szamos hangszer fizikai alapt szintézisére alkalmas lehet. Egy atfogd gytjtemény

Bilbao konyvében tekinthetd meg [6].

R - >€9<_ _____
y(n+1,k=1) y(n+1,k) “y(n+l,k+1)
= = =
<«i--—— ) o T\ e S
y y(.k=1) y (k) y k)
-1 -1 —1
z Z z
L ym-1k-n I yo-1h L T ytn—1k +1)

1.9. abra. A véges differencidk mddszere diszkrét ideji hdlézatként reprezentdlva. Az idé fiiggdleges, a tér
vizszintes irdnyban ldthaté. Az dbra [44]-b6l szdrmazik.

Végeselem mddszer
A végeselem modszer elterjedt numerikus algoritmus parcidlis differencial-egyenletek meg-
oldéasara. Alapgondolata szerint a megoldasfiiggvényt bazisfiiggvények linearis kombinéci-

6jaként keressiik:

N
u R Zuiwi(x,t) (1.19)
i=1

A kozelités u; egyiitthatdinak optimalis értékét hibaminimalizal6 technikikkal keressiik
meg, mig a bazisfiiggvényeket szabadon, de szigori szabélyszertiségek betartasaval valaszt-
juk meg. A szabalyszertiség abbol ered, hogy a tartomanyt kis résztartomanyokra osztjuk,
és azokon lokalisan értelmezett w; bazisfliggvényeket irunk elg. A tartomany diszkretizala-

sat végeselem halénak nevezziik.

A modszer jelen dolgozat alapjat képezi, igy egy kiilon fejezetben részletesebben bemuta-

tom a hibaminimalizalast, bazisfiiggvény-konstrukciét és az implementélas részleteit is.
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2. fejezet

A hullamegyenlet

A korabbi fejezetekben ravilagitottam arra, hogy hangszerek fizikai miikddését parcialis dif-
ferencidlegyenletek irjak le. Egy differencidlegyenletnek végtelen sok megoldasa van, ezért

tovabbi megkdtéseket irunk eld, mely elvezet a kezdeti-, és peremértékfeladat fogalmahoz.

Ebben a fejezetben a tobbdimenziés hullamegyenletet analizdlom:

e Felirok lehetséges peremfeltételeket és kezdeti feltételeket.
e Bemutatom a rendszer energiaviszonyait.

e Levezetem a modusokat, melyek a hullimegyenlet analitikus, frekvenciatartomany-

beli megoldasai.

e Végiil felirom a hullamegyenlet analitikus megoldéasat sugarzo térben.

2.1. Jelolések és azonossagok

Ebben az alfejezetben &sszegzem a dolgozat sordan hasznélt dltalanos jeldlés-rendszert, to-

vabbéa néhany fontos azonossagot [23].

Jelolések

Tekintsiink egy zart @ C R™ tartomanyt. A tartomény peremét I' -val jelolom. A tar-
tomany infinitezimalisan kicsi részét df2-val jel6lom. Hasonldéan a perem infinitezimalisan
kicsi részperemét a dI' - val jel6lém. Gyakran a perem normadlis irdnyd n egységvektorat

is hozzdveszem a jel6léshez, igy dI jeldlés dI'n vektort jelenti.

Egy skalar értékd, tobbdimenzids fiiggvényt kisbettdvel jel6lok, mint példaul u, v, p. A
skalarmezs gradiensét a V (nabla) operatorral adom meg. Ez Descartes koordinata-rend-

szerben, kétdimenzioban! az alabbi modon irhato fel.

' A dolgozat soran a leggyakrabban kétdimenzios tartomanyt vizsgalunk, azaz n = 2
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ou

du
grad (u) = Vu = [81’] . (2.1)
Ay

Egy vektor értékd tobbdimenzids vektorteret vastag, kis bettivel jelolok, mint példaul a,

b. A vektortér divergenciajat a V- operatorral adom meg. Az a = (ag, ay) kétdimenzios

vektor divergencidja Descartes koordinata-rendszerben definicié szerint:
Oa;  Oay

div(a)=V-a=—+

. 2.2
Ox oy (22)

Egy skalaris fiiggvény gradiensének divergenciajat a A (Laplace) vagy a V2 operatorokkal

jelolom. Az u skaléaris fliggvényre:

0*u 0%

Au =V = div(grad(u)) = e + 87342

(2.3)

A fenti definiciok természetesen tébbdimenzios térben is ugyantgy értelmezettek.

A biharmonikus operator a Laplace operator kétszer egymés utani alkalmazésa. Kétdimen-

zioban kifejtve:

4 4 4
A(Au)zAzuzvéLu:@—i—a—u Ou

oxt Oyt + 203:203/2 (24)

Gyakran lesz sz6 az () tartomany feletti fiiggvények vektortereir6l, ahol a skalaris szorzatot
a fliggvények szorzatintegraljaként értelmezziik. Ez pedig azonnal adja a normanégyzet

kifejezését is:
||u||2:/u2 40 (2.5)
Q

Egy matrixot nagy, vastag bettvel jel6lok, mint példdul M vagy K. A métrixot gyakran

az elemeinek megadasaval definidlom. Ha az M matrix ij. eleme m;;, akkor a matrix:

M = [mij]ij (2'6)

ahol i = 1..N, j = 1...M.

Parcialis integralas
A parcidlis integralas a dolgozat soran leggyakrabban hasznalt dtalakitas. K{ilénbozg for-

mait az alabbiakban foglalom 6ssze. Egydimenzios u(z), v(z) fiiggvények esetében az alabbi
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modon irhato fel.

b
dv
/ u— dx = uv / —uv dz (2.7)

A parcialis integralas tobbdimenzids térben is felirhat6. Tetszéleges u skalarfiiggvényre és

v vektorfiiggvényre:

/uV-dez}( uv-ndF/Vu-de (2.8)
Q o0 Q

ahol n a I" perem feliileti normalvektora. A (2.8) egyenletbdl levezetheték az alabbi, x-re

és y-ra kiilon-kiilon érvényes parcialis integralok [15].

ov
—vd = I'ng, — — dQ 2.
/ vd %uvd Ny /Quaxd (2.9)

v
vdf) = Y{uv dI'n / u— dS2 2.10
/Qay Y o Oy ( )

ahol ng,n, a feliileti normélis vektor koordinatai: n = (nzny). A parciélis integralas alkal-
mazhato kétdimenzios vonalintegralok esetében is. Az azonossag egyenes kovetkezménye a
vonalintegralok alaptételének. Legyen a girbe sima és jeldlje kezdeti ill. végpontjat a ill.
b. Ekkor

— uv

@vdf— [
b

r Os

ov
J ) g, T (2.11)

ahol a feliileti tangencialis irdnyu derivaltat jelenti.
1dé6 szerinti derivaltak atalakitasa

Id6 szerinti derivaltat tartalmazo kifejezésekre gyakran fogom alkalmazni az alabbi atala-
kitasokat.

Pudu 10 [Ou)?
Gt 201 (c’)t) (2.12)
Hasonléan,
dou\ du 10 [ou\?
(am) 9~ 201 (ax> (2.13)

Ez az azonossag értelemszertien extrapolalhaté y valtozora is, s6t magasabb rendd derival-

takra is. Eppen ezért igazak lesznek az alabbiak is:

0 19 1o,
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0 _ L0 A
((%Au> Au = 5 at(Au) (2.15)

2.2. A hullAmegyenlet peremértékfeladata

Egy parcialis differencidlegyenlet végtelen sok megoldassal rendelkezik. Ennek matemati-
kai oka egyszerten az, hogy a konstans derivaltja zérus, az értékétsl fiiggetleniil. Fizikai
megkozelitésben azt mondhatjuk, hogy az egyenletek elhanyagolnak ,valés” megkotéseket

(példaul a véges méreteket), a vizsgalt jelenség teljesen altalanos leirdsara koncentralnak.

Az egyértelmiiségnek marpedig fizikai megfontolasokbdl is teljesiilnie kell: egy kisérletet
kétszer, ugyanolyan koriilmények kozott megismételve ugyanazt kell kapunk?. Ezt az egy-
értelmiiséget matematikailag a kezdeti-, és peremértékfeladat bevezetésével fejezhetjiik ki.
Az altaldnos helyett keressiik a differencidlegyenlet megoldasat csak egy zart € tartomany-
ban. A tartomény I' hatardn igynevezett peremfeltételeket frunk els. A peremfeltételek a
tartomanyon kiviil es§ térrész hatésait hivatottak figyelembe venni: példaul, hogy a hir a
szélein rogzitve van, vagy a cintanyér véges méretd és a szélein szabadon rezeg. Figyelem-
be vehetiink a tartoményon kivil (vagy épp azon) elhelyezkedd gerjeszts forrasokat is. Ez

gyakran fordul el6 elektromégneses terek analizise soran [20].

A peremértéekfeladat definici6 szerint egy (parciélis) differencidlegyenlet, peremfeltételek és

kezdeti feltételek Gsszessége [20]|. Bemutatom a hullamegyenlet peremértékfeladatat.

Parcialis differencidlegyenlet

A hullamegyenlet definicié szerint az alabbi id6, és térfliggs parcialis differencidlegyenlet

0%u
2

ahol ¢ a hullam terjedési sebessége f pedig gerjeszt6 mennyiség megfelels dimenzioval [6].

Peremfeltételek
A megoldast csak a zart Q tartoméanyon keressiik, melynek pereme I'. A tartomanyon beliil
a parcialis differencidlegyenlet érvényes, mig I'-an megfelel§ peremfeltételeket irunk eld ugy,

hogy a megoldés egyértelmii legyen.

A tartomany peremét diszjunkt részperemekre osztjuk. Fzen résztartoményokon megkioté-

seket irunk el§. A leggyakrabban hasznélt peremfeltételek az alabbiak [6, 20]:

’Ennek az allitasnak latszolag ellentmond a kvantummechanika. Ott azonban a differencilegyenletek
valészintségi fliggvényekre vonatkoznak, emiatt egy kisérlet végtelen sok mérést jelent. Két ilyen ,kisérlet”
mér ugyanazt adnd eredményként, tehat az egyértelmiség tovabbra is értelmezhetd
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T'h:u=i(r,t) I'2:u=or,t)

_————— -
P

I'l:ciu+ cz% = z(r,t)

2.1. dbra. A hulldimegyenlet kezdet, és peremértékfeladata.

e A Dirichlet tipusu peremen (I'p) adott a megoldasfiiggvény értéke, azaz u = p(z,y).

e A Neumann tipust peremen (I'y) adott a megoldasfiiggvény normélis irdnya deri-

valtja g—g =Vu-n=o(z,y).

e Az impedancia (vagy altalanositott Neumann) tipusi peremen (I';) adott ciu +

02% = z(z,y). A c1,co pozitiv konstansok.

A peremfeltételek szemléltetése a 2.1. dbran lathato.

Kezdeti feltételek

Idéfiiggetlen problémék esetében a peremfeltételek megadasa 6nmagaban egyértelmien
megoldhatova teszi a differencidlegyenletet. Kezdeti feltételekre csak idéfiiggs probléma
esetén van sziikség. A hullamegyenlethez a megoldésfiiggvényt és annak elss, id§ szerinti
derivaltjat kell elérini a ¢ = 0 id6pillanatban, minden pontban [6, 20]:

u(r,t =0) = up(r) (2.17a)
2 e, = 0) = 20(r) (27D)

A kezdeti feltételeket szintén a 2.1. 4bra szemlélteti.

Fizikai interpretacio

Szamos hullamterjedési problémat vezettek le a fizika alapvet torvényeibél, példaul a
Maxwell-egyenletekbdl, Newton-tortvénybdl és deformacios torvényekbdl. Megfelel§ elha-
nyagolasokkal sok fizikai probléma a (2.16) egyenletre vezet.
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Fizikai probléma u jelentése g—z jelentése Terjedési sebesség (c)
Elektromégneses Késleltetett elektromos | Késleltetett feliileti 1/ \ﬂ )
hullamterjedés potencial toltésstirtiség #
Akusztikus i ) 3 il
hullamterjedés Nyomés Részecske gyorsulas \/(C' /p)
Membran /har L L Normalis iranyu
rezgés FliggGleges kitérés mechanikai fesziiltség \/(T/ P)

2.1. tablazat. A hullimegyenlet alkalmazdsa a fizika kiilénbézd teriiletein.

Ha w nyomaést jelol valamilyen gazban vagy folyadékban, akkor a (2.16) egyenlet akusz-
tikai hullamterjedést fejez ki [7]. Rengeteg kiilonb6z6 alkalmazas épiil erre, mint példaul

akusztikus lokalizacio, beamforming, wavefield szintézis stb.

A (2.16) egyenlet leirhatja egy vékony membran rezgését is, mely jo modellje a dob anya-
géanak [6]. Ebben az esetben u egy kétdimenzios fiiggvény, és a membran vertikalis kitérését
jeloli.

A (2.16) egyenlet megjelenik elektromagneses terek elméletében is. Ekkor u az tn. retardalt
(késleltetett) elektromos potencialt jel5li[20].

A hullamegyenlet egydimenzios esetben éppen az (1.3) egyenletre egyszeriisodik, mely a
hiir rezgése mellett, egy egydimenzids 1égoszlop rezgését is lefrhatja, ekkor w a légoszlop

nyomasa [6, 39].

A terjedési sebesség c az anyag vagy kornyezet paramétereitél fiigg. Példaul a Young-
modulust6l mechanikédban [26], permittivitastol és permeabilitastol EM terekben [20], st-
riségtol akusztikus terekben [7]. Megjegyzem, hogy a (2.16) feliras legtobb esetben csak
akkor érvényes, ha az anyagparaméterek (és igy c értéke) is konstans - legaldbb résztarto-

manyonként.

A hullamegyenlet kiilonb6z6 alkalmazésait (a teljesség igénye nélkiil) a 2.1. tablazatban

foglaltam Ossze.

2.3. Emnergiamérleg és veszteségek

Az energiamérleg a rendszeren beliili és azon kiviili energiadramlésokat kifejezs egyenlet,
mely kozvetleniil levezethets a differencidlegyenletbdl. Tovabba az energiamérleg segitsé-

gével a peremértékfeladat egyértelmiisége is bebizonyithaté.

Az energiamérleg levezetése

Meghatarozésahoz szorozzuk meg a (2.16) hullamegyenletet %—vel és integraljuk a vizsgalt

Q) tartomanyon.

Kiegészitve ezt egy hasonlé egyenlettel a magneses vektorpotencidlra megkapjuk az elektroméagneses
hullamterjedés altalanos leirasat
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ou 9 0*u\ Ou
_’PCII)C
Az egyenlet jobb oldalat atalakitjuk az alabbi modon:
ou 0%u Ou
2 _— _— =
/ Ay BT dQ) — 92 ot dQ2
(2.12) 0 5 o 2
28) u B 10 ou
(2&4) ou 0 2.4 01 / @
= e —Vu-dIl’ c / |Vul®dQ 8t 5 <6t ds).
Pr Wa

A végsl energiamérleg az alabbi szemléletes forméban irhatoé fel:

oW, oWy _
ot + W - PB + Pea:c- (220)

A végeredmény kifejezetten beszédes. A Wy + W, a rendszerben téarolt teljes energia adott
id6pillanatban. Az Osszenergia megvaltozésat a kornyezet okozza: egyrészt a gerjesztés,
masrészt a vizsgalt tartomanyon kiviil es6 térrész. A Pp peremmenti integralban megje-

lennek a korabban definialt peremfeltételek is®.

Az egyenlet tehat valoban egy mérleg. A rendszer energidja nem magatol valtozik meg,
hanem a kérnyezete hatasara: energiat kornyezettsl kaphat vagy adhat 4t neki. Ez pedig

nem mas, mint az energiamegmaradés altaldnos torvénye.

A W és Ws mennyiségeknek mindig adhatoé fizikai interpretaci6 is. Ha u egy membran
kitérése, akkor W a membranban térolt potencialis energiaval aranyos®, mig Wh az %mvz
mozgasi energiaval ardnyos [6]. A rendszer a tartomdany hataran veszteségmentesnek ne-

vezziik, ha Pp = 0.

Az energiamérleg segitségével bebizonyithatd, hogy a peremfeltételekkel és kezdeti feltéte-
lekkel kiegészitett differencidlegyenlet egyértelmiien megoldhatd. A bizonyitas megtekint-
het6 a Fiiggelék F.1. fejezetében.

Veszteségek
A hullamegyenlet eddig felirt alakja alapvetfen veszteségmentes, legfeljebb a peremen ve-

szithet energidjabol. Ez a fizikai probléma sorén feltételezett elhanyagolasoknak kdszon-

“Ha v ismert, akkor annak id6 szerinti derivaltja is ismert.
5Siirtiség dimenzioju mennyiséggel kell megszorozni
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hets. A hullamegyenlet esetében gyakran modellezhetjiik a veszteségeket az alabbi modon

[6].

0? 0
cQAu—a—;;:f—i-al Y

2.21
8t ) ( )
ahol o1 > 0 a veszteséget jellemz6 paraméter. A veszteségnek természetesen mindig ad-
hato fizikai interpretacié. A rezgd membran esetében a veszteséges tag a membrant koriil
vevs anyag (példaul a levegs) okozta veszteség [17]. Elektromégneses hullamok esetében a

hulldmvezets kozeg nem-nulla vezetSképessége® okoz veszteséget.

Az veszteséggel kiegészitett rendszer energiamérlege ismét felirhat6, ha megszorozzuk a
(2.21) egyenletet %—V&l, és integraljuk a vizsgalt € tartomanyon. Tekintsiik most a pe-
remmenti tagokat zérusnak (azaz legyen a rendszer a peremén veszteségmentes), igy az

energiamérleg az alabbi forméaban irhaté fel:

oWy oWy
8t + 8t —_Ploss+Pexc (222)

Ploss = /aquQ (2.23)
loss—UIQ ot .

Az 1j tag hatarozottan pozitiv, tehat a veszteség valdoban mindig cstkkenti a rendszerben

ahol

tarolt energiat.

2.4. Modalis megoldas

A modalis megoldas egy specialis, frekvenciatartomanybeli megkozelités. A modéalis meg-
oldas soran f = 0 - t feltételeziink. Ebben az alfejezetben részletesen bemutatom a modalis

megoldast és annak jelentGségét [6].

Szorzatszeparacid
A szorzatszeparacid egy gyakori modszer tobbdimenziés parcidlis differencidlegyenletek
megoldéasara. A megoldéast tobb, alacsonyabb dimenzioja fiiggvény szorzataként keressiik.

A modalis megoldashoz az id6 és tér szerinti derivaltakat valasztjuk szét az alabbi moédon:

u(r, t) = S(r)T(t) (2.24)

5Ha a hullamterjedést féemekben vizsgaljuk a csillapito tag olyan nagy, hogy a tér alig képes behatol-
ni a fém belsejébe. Gyakorlatilag nem is beszélhetiink hullamjelenség kialakulasarol. Ezek az tn. kvazi-
stacionarius terek [20]
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Helyettesitsiink be a (2.16) hullamegyenletbe zérus gerjesztést feltételezve:

18T

T(ASE) = 555

S(r) (2.25)

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat S(r)T'(¢)-vel.

1 10°T(t) 1
S(r) & 02 T(t)

AS(r) (2.26)

Az egyenlet bal oldala csak a térkoordinatéaktol, jobb oldala csak az id6t6l fligg, igy csak

akkor teljesiilhet, ha mindkét oldal ugyanazzal a konstanssal egyezik meg, azaz

AS(r) = KS(r) (2.27a)
PT(t)
pre KT(t) (2.27h)

Ez két, csatolt differencidlegyenlet. Az els6 csak térkoordinataktol a masodik csak idstél

fligg. Ez lehet6séget ad egy id6ben specidlis megoldas keresésére.

Modalis megoldas
A modalis megoldés azon a megfigyelésen alapul, hogy a hullimegyenlet valamilyen rezgést

ir le. Keressiik a megoldast id6fiiggs részét az alabbi formaban:

T(t) = Acos(wt + ¢) (2.28)

ahol A és ¢ tetsz6leges értéki konstansok. Visszahelyettesitve (2.27b)-be:

—W?T(t) = CKT(t) (2.29)

Ebbél egyenesen kovetkezik, hogy K = — (%)2 Vezessiik be az alabbi jel6lést:

w
k=— 2.30
- (2.30)

Ezzel a tértdl fiiggs (2.27a) egyenlet az alabbi format olti:
AS(r) = —k*S(r) (2.31)

Ez a A operator un. sajatértékegyenlete.
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Differencial-operatorok sajatértékprobléméjat a matrixokéhoz hasonléan értelmezziik. Egy
M matrix sajatértékegyenlete az Mv = Av egyenlet. Az egyenlet nem-trivialis (nullatol
eltérd) megoldasa csak jol meghatéarozott, diszkrét A értékeknél létezik. Ezeket sajatérték-
nek nevezziik, és a det(M — AI) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk meg. A sajatértékhez

tartoz6 v vektort sajatvektornak nevezziik.

Egy differencidl-operator sajatértékegyenlete analég moédon értelmezhets: a differencial-
operator hat egy fiiggvényre, és a fiiggvény konstans-szorosat adja eredményiil. Ennek
megfelel a (2.31) egyenlet. A konstanst (—k>-t) sajatértéknek, a hozzatartozé megoldést
sajatmegoldasnak, vagy modusnak nevezziik. Az operdtoros sajatértékegyenletnek énma-
gaban kontinuum szamossiga sajatérték-modus megoldasparja 1étezik, azonban peremfel-
tételek érvényesitésével csak diszkrét sajatérték esetén lesz nem-trivialis megoldas. Bar

ezek szdmossiga még mindig végtelen, de imméaron megszamlalhato.

A sajatértékprobléma analitikus megoldasat valamilyen szinuszos alakban kereshetjiik, hi-
szen ennek masodik derivalja (konstans szorzoktol eltekintve) megegyezik dnmagéval. A
kovetkezs alfejezetben egy példan keresztiil bemutatom a modélis megoldés tulajdonsaga-
it.

2.5. A membran modalis dekompoziciéja

Korabban t&bbszor is példaként hoztam fel a rugalmas membran rezgését, melyet szintén
a (2.16) hullamegyenlet ir le. Ekkor u a membrén vertikalis kitérése. Ebben az alfejezetben
analitikus megoldést adok a téglalap alaktt membran modusaira [6]. Az id6fiiggd megoldas
tovabbra is T'(t) = A cos(wt + ¢).

Az térbeli egyenlet a kovetkez6 modon irhato fel:

*S(x) , 0°S(x)

) o —k2S(r) (2.32)

Két specialis peremfeltétel esetére adok analitikus megoldast. A szélein rogzitett membran
esetében u = 0 feltétel teljeslil. Magatol értetddik, hogy ez a membran a szélein rogzitve

van, rezgésre képtelen.

A szélein szabadon hagyott membran esetében %Z = 0 feltétel teljesiil [6]. Az értelmezéshez
lasd 2.2. abrat.

A szélein rogzitett membran

Keressiik a (2.32) megoldésfiiggvényt az alabbi formaban:

S(r) = Spsin(kyx) sin(kyy). (2.33)
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2.2. dbra. A vékony, rugalmas membrdn kétdimenzids térben reprezentdlhato.

Behelyettesitve (2.32) egyenletbe megkapjuk a diszperzios relaciot, azaz annak feltételét,

hogy (2.33) megoldésa legyen (2.32)-nek:

—k -kl = -k (2.34)

Természetesen minden k., k, parhoz taldlhat6 olyan k hullamszam, melyre teljesiil a disz-
perzios relacié. Ez azt jelenti, hogy a sajatértékproblémanak kontinuum szamossagi meg-
oldasa van. Ahogy kordbban mar utaltam ra, diszkrét sajatmegoldasokat a peremfeltételek
okoznak. Ahhoz, hogy u = 0 teljesiiljon a peremen a (2.33) egyenlet mindkét szinusz fligg-
vényének éppen nullat kell adnia a peremen (x = y = 0 és x = a és y = b), mely csak

akkor teljesiil ha

kp = (%) n=1,23.. (2.352)
ky = (%) m=1,2,3... (2.35h)

ahol a, b a téglalap széleinek hossza. Ekkor ugyanis a szinusz félhullimhosszanak egész
szami tObbszorose fér ré a téglalapra, fliggdleges és vizszintes iranyban is. Fzzel a feltétellel

a (2.34) diszperzios relaciobol meghatarozhatok a modusok rezgési frekvenciai.

o= () () 23

Az eredményhdl latszik, hogy a sajatfrekvencidk imméron diszkrétek. A szélein régzitett

membran néhany médusa a 2.3. dbran lathato.

A szélein szabadon rezgé membran

A szélein szabadon rezgé membréin esetében a megoldast az alabbi formaban kereshetjiik:
S(r) = Sy cos(kyx) cos(kyy), (2.37)

Behelyettesitve (2.32) egyenletbe ismét a (2.34) diszperzids relaciot kapjuk. A normalis
irdnya derivalt csak akkor lehet nulla, ha a koszinuszfiiggvény félhullamhosszanak egész

szami tdbbszorosel férnek ra a membranra vizszintes és fiiggGleges iranyban is. Tehat
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(a)n:l,mzl (b)n:l,m:2

(C)n:2,m:1 (d)n:Z,m:2

2.3. abra. A szélein régzitett membrdn elsé néhdny mddusa. a = 1.5, b= 1.

majdnem ugyanaz a feltétel fogalmazhat6é meg kg -re és ky-ra.

ky = (%) n=0,1,2,3.. (2.38a)
ky = (%) m=0,1,2,3.. (2.38b)

A kiilonbség, hogy az n = 0 vagy m = 0 is megengedhet6 anélkiil, hogy a megoldéas nulla

lenne. A 2.4. abran lathato a szabadon rezgé membréin els§ néhdny méodusa.

(a)n:O,mzl (b)n:l,m:l

(c)n=2,m:2 (d)n:B,m:2

2.4. abra. A szélein szabadon rezgé membrdn elsé néhdiny mddusa. a = 1.5, b = 1.

Moédus szerinti sorfejtés

A differencialegyenlet linearitdsa miatt minden ilyen jellegd megoldas Osszege is helyes
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megoldas. Az inverz Fourier transzformacidval belathato, hogy a teljes rezgés felirhato
a modusok szuperpozicidjaként. Mivel diszkrét modusok vannak, igy integralas helyett
Osszeadds irhat6. Példaul a szélein rogzitett membran teljes rezgése az aldbbi médon irhaté

fel a modusok Osszegeként [29]:

u(x,y,t) = ZAnm sin (%x) sin (%y) coS(Wnmt + ©nm) (2.39)

ahol természetesen a diszperzids relaci6 fenndll az 6sszeg minden tényezéjére.

Az Apm 68 ©nm konstansok tetszélegesek, igy ez a felirds még nem egyértelmi. Ez nem
is meglepd hiszen az egyértelmiséghez még a kezdeti feltételek érvényesitése is sziikséges.

Eppen ezek adjék az Ay, és a ppy, értékeit.

Diszperziomentesség

A ¢ terjedési sebesség minden moédusra igaz, igy azok linedris kombinéciojara is. A 2.5
abran lathatjuk, hogy egy kétdimenziés Gauss impulzus hogyan terjed egy négyzet ala-
ki geometridn. A Gauss impulzus a modusok linedris kombinéciéjaval allithato el, tehat
a hullamterjedésben t&bb komponens is részt vesz. Mégis mindegyik komponens azonos
sebességgel terjed ezért egy jol meghatarozott hullamfrontot latunk. Az ilyen hullamjelen-

ségeket diszperziésmentesnek nevezziik.

2.5. abra. A membrdn egy kétdimenzids Gauss impulzussal inicializdlva. A hullémfront jél meghatdrozott,
nincs diszperzio.
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2.6. Szabadtéri megoldas

A hangsugarzas modellezéséhez sziikség lesz a hullamegyenlet egy altalanos, sugarzé térben

értelmezett megoldésara.

A Sommerfeld féle sugarzasi feltétel
A sugarzasi feltétel matematikai formaban fejezi ki azt, hogy barmilyen zart tartoményt
vizsgalva energia csak kifelé aramlik, befelé nem - méas sz6val szabad térben vagyunk, és

nincs visszaversdés, reflexio.

Tekintslink egy haromdimenzids, r sugard, gémb alakt tartoményt, melynek belsejében
talalhato a gerjeszté mennyiség. A vizsgalt tartomany sugarzo, ha teljesiti a Sommerfeld
féle sugarzasi feltetelt [14, 38]:

lim r <6u + 18u> = (2.40)

A sugarzasi feltétel egy egyértelmi megoldast fejez ki [14].

Szabadtéri megoldas
Amennyiben a hulldmegyenlet kielégiti a Sommerfeld féle sugarzasi feltételt, a megoldas

az alabbi integral formajaban irhato fel [7, 10, 20]:

f t— |r— r|
ik 477/ |r—r’| d (241)

Ahogy korabban emlitettem a hullamegyenlet alkalmas akusztikai hullamterjedés modelle-
zésére is, amennyiben u a nyomast jeloli. A (2.41) 6sszefiiggést a kés6bbiekben a hangsu-

garzas modellezésére fogom hasznélni.

Vizsgalati pont (mikrofon)

2.6. abra. A (2./1) egyenlet értelmezése.
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3. fejezet

Bevezetés a végeselem modszer

alkalmazasaba

A végeselem modszer az egyik legelterjedtebb numerikus analizis moédszer, melynek ma
ismert (és itt bemutatott) formajat nagyjabol a 50-es, 60-as években dolgoztak ki [18]. Az-
ota széles korben alkalmazzédk mechanikédban, elektromossagtanban, héterjedésben és még
sorolhatnénk [27]. Elterjedését tobbek kézott annak koszonheti, hogy barmilyen geometri-
&t képes pontosan kévetni, hatékonyan implementalhato, és jol alkalmazhaté nemlinearis

problémakra is.

Ebben a fejezetben bemutatom a végeselem moédszer elméleti alapjait kiegészitve néhany
praktikus, gyakorlati megfontolassal. A fejezet alapjat elsGsorban a |35] irodalomban leirtak

adjak, de a felépités inkdbb a sajat gondolatmenetemet titkrozi.

A végeselem formalizmus alkalmazhaté barmilyen, differencidlegyenlettel leirhaté problé-

méara. Egy altaldnos differencidlegyenletet az alabbi forméaban {rhatunk fel:

Llu(r,t)} = f(r,t) (3.1)

ahol £ egy tetszdleges differencidloperator, mely az u skalarfiiggvényre hat. A jobb oldalon
talalhato f egy skaldris gerjeszt6 mennyiség. A végeselem modszer demonstraldsara az

el6z6 fejezetben részletesen targyalt hullimegyenletet fogom hasznélni.

A hullamegyenlet esetében £ az un. d’Alambert operator:

2

O_A_ L0
c2 Ot?

3.1. Hibaminimalizalas - Stlyozott residuum elv

Joéllehet kozelit6 megoldast keresiink, de fontos, hogy az minél kisebb hibaju legyen. Ezt

hibaminimalizalé technikakkal érhetjiik el. Itt az an. silyozott residuum elvét mutatom be.
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Reprezentacié vektortérben

A differencidlegyenletben szerepld mennyiségek skalaris fiiggvények, melyeket reprezentél-
hatunk vektortérben. A vektortér (fiiggvénytér) az 2 tartoméanyon értelmezett ,,jol viselke-
dé' fiiggvények tere, melynek dimenzi6ja végtelen. A megoldasfiiggvény biztosan felirhato

valamilyen béazisfiiggvények linearis kombinacidjaként:

u= Zcigpi(r,t) (3.3)

=1

Mivel £{u} is fliggvény, igy az is felirhaté ugyanilyen forméaban:

{u} = qawi(r, ) (3.4)

j=1

Jeloljiik up-val a kozelit6 megoldast. A kozelités adddjon abbol, hogy végtelen dimenzid

helyett csak véges dimenziéban reprezentaljuk a megoldasfiiggvényt:

N
ur =Y c(t)pi(r) (3.5)
=1

A felirdasban immaron csak térbeli bazisfliggvények szerepelnek, mig az idéfiiggést a stlyo-
z6egylitthatok fejezik ki. Ennek oka, hogy a végeselem modszert altalaban térbeli differen-
ciadlegyenletek megoldasara alkalmazzak, az id6 szerinti problémét mas (példaul idslépéses)

modszerekkel oldhatjuk meg.

Ha uy, véges dimenzioju akkor £{uy} is véges dimenzidju:

N
un} = ai(t)wi(r) (3.6)

j=1

Minimalizaljuk a véges dimenzidju kozelités hibajat. A bazisfiiggvények szabadon meg-
valaszthatok, de a sulyozd egyilitthatok optimalis értékének megvalasztasahoz valamilyen
koltségfiiggvényre lenne sziikség. Kézenfekvs lenne a ||u — up|| minimalizélasa, de ez nem

tehet§ meg, hiszen v nem ismert. Minimalizalhat6 azonban a differencidlegyenlet hibéja.

A véges dimenzi6ju kozelités hibajat residuumnak nevezziik:

R={un} - f (3.7)

'Részletesebben lasd a 3.5. fejezetben
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L{u} = R 1w
R = L{“h -f RL Wo

3.1. abra. A merdleges vetités, mint hibaminimalizdlds. Az débrdn L{-} az £{-} operdtort jeléli.

Minimalizaljuk a residuum normaéjat a vektortérben, azaz
J = / R2dY — min. (3.8)
Q
Irjuk be R definiciéjat, felhasznéalva a (3.6) egyenletet is:

2

N
_ /Q S g (Bw;(x) = f(r,t) | dQ - min. (3.9)
j=1

Keressiik az egyiitthatok optimalis értékét, melyre ez a térbeli kdltségfiiggvény minimélis.

/ Zq] Juy(r) — F(r,8) | wyr) =

= 2/Q (&{un} — flwjdQ=0

aq] (3.10)

Ha az egyenlet teljesiil Vj = 1....N-re, akkor minimalis hib4ja megoldast kapunk.

A (3.10) egyenlet valojaban a meréleges vetitést fejezi ki. Tekintsiik a 3.1 abrat. Az £{u} =
f vektort most haromdimenzids térben szemléltetem. A csonkitott bazis a wy, we, az altaluk
kifeszitett sik az a vektortér, amire hibat minimalizdlunk. Lathato az abrén, hogy a (3.10)
feltétel éppen azt fejezi ki, hogy minden bézisfliggvény meréleges a residuumra, azaz a

kézelitémegoldas a tényleges megoldas merdleges vetitése a sikra.

A stlyozott residuum elv
A silyozott residuum elv egy gyakran hasznélt altalanosa az el6bbi gondolatmenetnek.
Definici6 szerint a stlyozott residuum az aldbbi egyenlet, ahol v(r) tetszéleges fiiggvénye

a vektortérnek.
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/Q (&{up} — fo(r)d2=0 (3.11)

Az egyenlet az alabbi két fontos tulajdonsaggal rendelkezik:

e Ha v tetsz6leges, akkor az integral akkor és csak akkor lehet nulla, ha £{u,}—f =0,
azaz a differencidlegyenlet kielégiil. Mas sz6val, ha v tetszéleges, akkor a silyozott

residuum egyenlete ekvivalens a differencidlegyenlettel.

e Ha v csak egy véges dimenzidju altérben tekinthet§ tetszélegesnek, akkor a stilyozott
residuum minimalis hibaji megoldéast fejez ki. Ezt kdnnyedén beldthatjuk a v =

Zj-vzl gjwj helyettesitéssel:

N
qu/ Llup} — fw;dQ =0 (3.12)
j=1

(
Q

Ha v tetszGleges egy véges dimenzioja altérben, akkor valojaban a g; egyiitthatok
tetszblegesek. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet akkor és csak akkor lehet nulla, ha az

Osszeg minden tagja nulla, azaz:
/ (£{un} — f)w;dQ =0 W= 1N (3.13)
Q
Ez pontosan az a minimalis hibaju megoldés, amit a (3.10) egyenletben levezettiink.

Bevezetiink egy kényelmes jeloléstechnikit. Rendezziik oszlopvektorba a bazisfiiggvényeket,

azaz

w = [wj];,\le (3.14)

Az (3.13) egyenletrendszer vektoros formaban felirva:

/Q (L{un} — f)wd2=0 (3.15)

3.2. Gyenge alak

A gyenge alak a silyozott residuum atalakitéasa egy atalakitasa, melyet a (2.16) hullam-

egyenlet alapjan mutatok be. A stlyozott residuum egyenlete:

62
/Q(Au—clza;—f>v:0 (3.16)
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Hasznaljuk az (2.8) parcialis integralas azonossigat:

62
82

v%df /Vu-Vde—
Q

5 de+/ fvdQ. (3.17)

Gyakori, hogy a gyenge alakot operatorok segitségével irjak fel, az alabbi mdédon:

B(u, v) — K(u,v) = M(u,v) + F(v) (3.18)
ahol
K(u,v):/QVu-Vde M(u,v):— ‘2; dQ
B(u,v) = ngdF Fv) = /Q fodQ

Ezt az egyenletet gyenge alaknak nevezziik, mégpedig azért, mert a térbeli derivaltak rend-
je egyel csokkent. Az eredeti differencidlegyenletben mésodrendti derivaltak szerepeltek, itt
mér csak elsérendtek. Azonban a v fliggvény tetszélegessége miatt, ha a gyenge alak egyen-

lete teljesiil, akkor az eredeti differencidlegyenlet is kielégiil.

A B peremmenti integralt felbonthatjuk a Neumann és a Dirichlet tipusi peremeken vett
integralok 6sszegére. El6bbibe behelyettesithetjiik a Neumann tipusi peremfeltételt, hiszen
ezt ismerjiik, el6 van irva. Tovabba, a Dirichlet peremen Irjuk els, hogy v = 0, mely azt
fejezi, hogy a Dirichlet perem mentén nem minimalizalunk hibat. Nincs is erre sziikség,

hiszen a megoldas (a peremfeltétel miatt) expliciten ismert.

Az eredményben megjelenik a Neumann tipustu peremfeltétel (g—z = o) érvényesitése is:

2
/ Jvdf—/Vu-Vde— Ou 2de+/fde (3.19)
Iy 0 o Ot

Ez a gyenge alak tehat tobb, mint az erds alak (azaz a differencialegyenlet), hiszen magéban
foglalja a Neumann tipust peremfeltétel érvényesitését is. Eppen ezért gyakori a Neumann

peremfeltételt természetes peremfeltételnek nevezni.

A Dirichlet peremfeltételek még nem érvényesiiltek, és lathatjuk, hogy ezt nem is tudjuk
olyan konnyedén (,természetesen”) megtenni. Ezért gyakran esszenciilis peremfeltételnek

nevezik.

Erdemes megnézni mi torténik, ha az (2.8) parcialis integralds azonossagot visszafelé al-

kalmazzuk a (3.19) egyenletre, nem feledve el, hogy v = 0 a Dirichlet peremen:

2
A(Au—éiﬁ—f)vcﬁ)—l—/r (?;—f>vdF:0 (3.20)

Ha v tetszéleges, akkor ez az egyenlet akkor és csak akkor lehet nulla, ha minden tényezGje

nulla, tehat a differencidlegyenlet mellett a Neumann peremfeltétel is teljesiil.
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Ha v csak egy véges béazisu altérben tetszéleges, akkor az egyenlet kifejezi a minimalis hibat

nemcsak a differencidlegyenletre, hanem a peremfeltételre is.

A végeselem modszer alkalmazasa soran a (3.19) gyenge alakot oldjuk meg, kihasznalva

azt, hogy a deriviltak rendje egyel cstkkent.

A gyenge alak és az energiamérleg kapcsolata

Erdemes észrevenni, hogy a lemez gyenge alakja és energiameérlege kozott szoros Osszefiiggés
van. Ha a (3.17) gyenge alakban v = 8t helyettesftést alkalmazunk, majd hasznaljuk a
(2.14) ill. (2.12) atalakitasokat, megkapjuk a (2.20) energiamérleget. Ezen nem lepddiink
meg, hiszen a gyenge alak és az energiamérleg levezetése sordn is parcialis integralast kell

alkalmazni.

Val6jaban ennél tébbet jelent ez a kapcsolat: a gyenge alak a rendszer Gsszenergidjanak
(mint funkciondlnak) az elsé variacioja. Erre szemléletes példat tekinthetiink meg a [15]

irodalomban.

3.3. Diszkretizacio

A végeselem modszer kdvetkezs 1épése, hogy a gyenge alakot diszkretizaljuk, azaz kozelitjiik

a megoldasfiggvényt bazisfiiggvények linearis kombinacidjaként:

N
up =) cipj=@le (3.21)
i=1
Legyen vy, is véges dimenzi6ja:
N
vp = quwj =q’'w (3.22)
i=1

ahol ¢ = [pi]X, és ¢ = [¢;].; mindketts oszlopvektorként reprezentilva. Ezzel a gyenge

alak diszkretizaci6ja

‘B(u;“ Uh) — IC(uh, ’Uh) = M(uh, Uh) -+ f(vh) (323)

Irjuk ki a diszkretizaciot részletesen, és hasznéljuk fel a (3.15)-ben bevezetett vektoros

jeloleést.

/ awdr—/VWV(cpTc)am_12 8< - dQ+/fwdQ (3.24)
'y Q C Q 8t
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Gyakori (és talan magatol ertet6ds) valasztas, hogy ¢ = w, melyet Galerkin médszernek
neveziink, és a dolgozat soran végig ezt fogom hasznélni. Mas modszerek a [35] hivatko-

zasban tekintheték meg. Fzzel a valasztassal megkapjuk a kovetkez6 egyenletet:

/ deF—/VWVWTdQc—/WWTdQ+/fwdQ (3.25)
I'n Q

ahol Vw egy olyan 2xN-es vagy 3xN-es (2D ill. 3D-ban) matrix melynek i. sora az i.

béazisfiiggvény gradiensét tartalmazza sorvektorként:

owq owq

Vw= |Gz &2 (3.26)

Igy a VwVw?! egy olyan matrix, melynek 4. sora és j. oszlopa éppen Vuw; -Vw;. Jol lathato,
hogy (3.25) egy egyenletrendszer a stlyozo-egytitthatokra, mivel w egy oszlopvektor, igy

ww! egy NxN-es matrix. Felirhatjuk métrixokkal a végeredmeényt:

1 2
~Kc+by =M gt;’ tf, (3.27)

ahol K tgynevezett merevségi matrix, M pedig tomegmatrix?.

K= / VwVw! dQ M = / ww df (3.28a)
Q Q

bN:/deF f:/fwdQ (3.28b)
r Q

Foglaljuk 6ssze a kapott egyenletrendszer néhany tulajdonsagat:

e Mivel az eredeti parciélis differencidlegyenlet id6fiiggs, és a diszkretizalast csak tér
szerint végeztiik, a kapott egyenletrendszer még id§ szerinti derivalast tartalmaz. A
térben diszkretizalt idéfiiggs problémat kiillonbozd idslépéses modszerekkel szokés

megoldani.

e Amennyiben a parcidlis differencidlegyenlet idéfiiggetlen, a hibaminimalizalas ered-
ménye egy egyenletrendszer, amit szamitogépest algoritmusokkal (példaul Gauss eli-

mindacioval) oldhatunk meg.

e Amennyiben lineéaris differencidlegyenletet diszkretizalunk (mint példaul a hullam-

egyenletet) a diszkretizalas eredménye szintén lineéris.

2Az elnevezések a mechanikabol erednek
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3.4. A végeselem bazisfiiggvényei

A bemutatott hibaminimalizal4si eljaras a parcidlis differencidlegyenletbdl egyenletrend-
szert készit, melyet szamitogépes algoritmusokkal kénnyedén meg lehet oldani. Ez egy
altaldnos modszer a bazisfliggvények megvalasztasatol fiiggetleniil. Tetszbleges bazisflige-
vényeket vilaszthatunk, igy példaul a moédusokat is: ebben a hibaminimalizilas eredménye

éppen a modalis megoldés.

A végeselem modszer alkalmazasa soran lokalis bazisfiiggvényeket definidlunk. Ez azt je-
lenti, hogy minden béazisfliggvény a teljes tartomany csak egy kis részen vesz fel nullatél
kiillonbozé értéket. Ez lehet6séget biztosit arra, hogy tetszéleges geometriat lefedjiink, ha-

tékonyan és pontosan modelleziink anyaginhomogenitésokat.

Egydimenziés bazisfliiggvények
Egy egydimenzios bazisfliggvényrendszert mutat be a 3.2. dbra. Ez az egydimenzids példa

nagyban segiti a végeselem médszer bazisfiiggvényeinek megértését.

N
up = Z,-zl piw;(x)

NODE ELEMEK Q=1[0L]

3.2. abra. Egydimenzids kalapfiggvények.

Az aran lathatéd bazisfliggvényrendszer az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. A tartomanyt kisebb résztartomanyokra bontjuk fel, ezeket elemeknek nevezziik.

2. A tartoményon specialis pontokat jeldliink ki, ezeket node-oknak nevezziik. Az ele-
mek hatarpontjain mindenképpen kijelolink egy node-ot, de felvehetiink tovabbi

node-okat is.
3. Nem sziikséges, hogy az elemek azonos méretiek legyenek.
4. A bazisfiiggvényeket a node-okhoz rendeljiik, minden bazisfiiggvény csak a hozza

tartozo node kis kirnyezetében vesz fel nullatol kiillonbozé értéket.
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5. Minden node-ban kizarolag egy bézisfliggvény vesz fel nullatol kiillonbozé értéket.

Epp ezért ezt a bazisfiiggvenyt rendeljiik a node-hoz.

6. Az el6z6 pont miatt a node-hoz rendelt bazisfiiggvény egyiitthatoja egyben meg is
hatarozza a végsé megoldasfiiggvény értékét abban a pontban. A node-ok kézott
a megoldasfliggvény értékét a bazisfiiggvényeknek megfelel§ interpolacié hatarozza

meg. Ez ki is hasznalhaté a Dirichlet tipusi peremfeltételek érvényesitésére.

7. Minden elem felett ugyanolyan fiiggvényeket latunk: két, ellentétes meredekségt egye-

nest.

A béazisfliggvényrendszer egyik tulajdonsagat kiilon is kiemelem, és kicsit jobban rész-
letezem. Barmelyik elemre rédnagyitva ugyanazokat a fiiggvényeket latjuk: két linedrisan

csokkend fiiggvényt.

Ha csak egy elem felett nézziik a bazisfiiggvényeket, akkor elemfiiggvényeknek nevezziik

6ket. Fogalmazhatunk dgy is, hogy az elemfiiggvények két kritériumot teljesitenek:

e Az elem minden node-jahoz tartozik egy olyan elemfiiggvény, melynek értéke a node-

ban egységnyi.

e A node-hoz tartozo elemfiiggvény az elem dsszes tébbi (jelen esetben egy darab)

node-jan nulla értéket vesz fel.

Ezen kritériumokkal minden elemfiiggvénynek két feltételt kell teljesiteni, melyek valéban

egy-egy egyenessel kielégithet&ek.

Az egyenesek egyenletei:

N1 (I) _ T2 _ X

T2 — X1 T2 — X1

- : (3.29)
+

NQ($) = —

T2 — X1 T2 — X1

Konnyedén ellenérizhetd, hogy a fiiggvények megfelelnek a fenti két kritériumnak az (x1, x2)

elemen.

A két kritérium egyiittesen tn. szabadsagi fokokat definial, ugyanis az egyik node-hoz
rendelt elemfiiggvény stlyozd egyiitthatdja meghatarozza a megoldasfiiggvény értékét ab-
ban a pontban. Az elemnek ebben az egydimenzios példaban két szabadségi foka van: a

megoldasfiiggvény értéke az elem két hatarolé node-jan.

Azon szomszédos elemfiiggvényeket, melyek ugyanazokat a szabadsagi fokokat irjak eld,
osszerendeljiik, és ezzel biztositjuk a megoldasfiiggvény értékének folytonossagat. Igy veégiil

megkapjuk a 3.2. abran lathaté bazisfliggvényeket. A folyamatot a 3.3. dbra szemlélteti.

A szabadsagi fokok fogalma tetszélegesen extrapoldlhatd, nemcsak fliggvény értékére, de
példaul annak derivaltjaira, vagy bonyolultabb tulajdonsagaira. A szabadsagi fokok alta-

lanosan két kritériumot teljesitenek:
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Formafiiggvények Minden elem felett ugyanazok a formafiggvények

Szomszédos, ugyanazon szabadsagi fokl formafiiggvények 6sszerendelése

3.3. dbra. Az elemfiigguények dsszerendelése bizisfiigguényekké.

e Minden szabadsagi fok (fiiggvényérték, derivalt, stb...) a hozzd tartozé node-ban

egységnyi értekd.

e Minden szabadsagi fok (fiiggvényérték, derivalt, stb...) az Osszes tobbi szabadsagi

fokban nulla értékd.

Tekintsiink most egy magasabb rendt példat, harom szabadsagi fokkal. Legyenek tovabbra
is ugyanazok az elemek, de mindegyik elem kozepére vegylink fel egy tjabb node-ot és
irjunk el ott is egy szabadsagi fokot. Harom szabadsagi fok lesz: az elem 3 node-jan az

megoldasfiiggvény értéke. Ezeket mésodfokii polinomok képesek kielégiteni.

Az elemfiliggvényeket az alabbi forméban kereshetjiik:
N; = ¢p + 12 + cox? (3.30)

A szabadsagi fokokra megfogalmazott feltételeket egy egyenletrendszer formajaban frhatjuk

fel. Jeloljiik az elem hatar node-jait z; ill. x;1-el, az elem kozepén talalhaté node-t pedig

Tivos5 -el. Igy

1 T; x? co ¢y Co

1 zijos 2205| | a al = (3.31)

o O =
S = O
= o O

2
I w1 oz o C2 C

Az egylitthaté matrix inverzének minden oszlopa egy-egy elemfiiggvény polinomjainak
egylitthatoit tartalmazza. Ahogy korabban is, az azonos szabadsagi fokot el&ir6, elemhata-
ron talalhato elemfiiggvényeket dsszerendeljiik. Azonban az elem kézéppontjahoz rendelt
elemfiiggvény nem rendelendd dssze semmilyen masikkal, csak az elem felett van értelmez-

ve.
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3.4. dbra. Az un. végeselem hdld: a tartomdny felosztdsa hdromszigelemekre.

Megjegyzem, hogy az itt bemutatott gondolatmenetnek egydimenziéban nincs semmilyen
hozadéka. A hibaminimalizaldsban szerepld integralokat ki tudnénk fejteni az elemfiigg-
vények fogalmanak bevezetése nélkiil is. A gondolatmenetnek tébbdimenzioban van 6riasi

elénye.

Kétdimenzios bazisfiiggvények

Az egydimenzits bazisfiiggvény-rendszer megértése utan nem nehéz kétdimenziéban ugyan-
ezt elképzelni. Felosztjuk a tartomanyt kisebb résztartomanyokra (gyakori valasztast a
haromszog), ezeket elemeknek nevezziik, mig a felosztast magat végeselem-héalonak (lasd
3.4. abra). A haromszogek cstcsai node-ok lesznek, de (ahogy egy dimenzioban is) tovab-
bi node-okat irhatunk el akar az elemek hatarain, vagy azokon belil. A legegyszeriibb
elemfiiggvények esetében a haromszog minden pontjaban elSirunk egy szabadséagi fokot a
megoldasfiiggvény értékére. Ez minden elemfiiggvényre harom megkotést jelent, mely egy
sikkal teljesithetd:

N; =cy+c1x + oy (3.32)

Az egyenletrendszer felirhaté ebben az esetben is. Jellje a haromszog cstcsait v =

(x1,91), ve = (z2,¥y2),vs = (z3,y3), ekkor az egyenletrendszer

I 21 y1| |co co <o

1
1 29 yo| |c1 1 c1| = |0 (3.33)
0

S = O
- o O

1 z3 y3| [c2 c2 2

Most is a szomszédos elemek kozos node-jain 1évs elemfiiggvényeket Gsszerendeljiik. Végiil

igy is kalapszerd bazisfiiggvényeket kapunk, lasd 3.5. abra.
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3.5. abra. Egyetlen, kétdimenzids kalapfiigguény.

Kétdimenziobhan mar egyértelmtien lathatd a végeselem modszer specialis bazisfiiggvény-
rendszerének legfontosabb elénye. A tartomény lefedésével barmilyen geometriat képesek

vagyunk kévetni, annak minden pontjan megfelel§ szamu szabadsagi fokot elsirni. Igy a

hibaminimalizalds mindenhova kiterjed.

Haromdimenziés bazisfliggvények

A haromdimenzié nagyon hasonlit a kétdimenzidhoz. A vizsgalt tartomanyt példaul tetra-
éderekre bontjuk fel, és minden node-jaban elirunk egy szabadsagi fokot a megoldasfiigg-
vény értékére. A tetraéderek kozods node-jaihoz rendelt, azonos szabadsagi foki elemfiigg-

vényeket Osszerendeljiik. Ezen feltételek egy haromdimenzids hipersikkal kielégithetsk. Az

egyenletrendszer felirdsa ugyanugy torténik, mint az el6z6 esetekben.
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3.6. abra. Hdromdimenzids végeselemhdlo.
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3.5. A Sobolev tér

Eddig minddsszesen feltételeztem, hogy a fiiggvényeket valamilyen vektortérben reprezen-

talhatjuk. Ebben az alfejezetben pontositom a definiciot.

Az LQ tér

Az Loy tér az () tartomanyon négyzetesen integralhaté fliggvények vektortere, azaz

LQ(Q)—{f:Q—HR{‘/QdeQ<oo} (3.34)

A vektortérben értelmezett belss szorzat a szokdsos szorzatintegral, mely egyben a normat

is megadja.

A gyenge derivalt
A gyenge derivalt a hagyomanyos derivalas altalanositasa. Legyen ¢ egy tetszéleges, vég-
telenszer (,hagyoményosan”, azaz erésen) derivalhato fiiggvény, mely az Q tartomény I'

peremén végig zérus értéket vesz fel.

Az u fliggvény x valtozd szerinti gyenge derivéltja v, ha

o o0
/Qu&r dQ = —/Qw dQ Vip € C§ (3.35)

Ebben a definicibhban benne van az erds értelemben vett derivilt fogalma is. Amennyiben

u-nak létezik erds értelemben vett deriviltja, akkor az elsé tagot parcidlisan integralhatjuk:

%Wi dI'ng — @z/; dQ) = —/ v1) dS) Yy € CF° (3.36)
r o Ox Q

Mivel kikotottiik, hogy ¢ értéke zérus a peremen, ezért a perem-menti integral elttnik,

tovabba 1) tetszélegessége miatt az egyenlség akkor és csak akkor teljesiilhet, ha v = g—g

A gyenge derivalt értelmezéséhez most szoritkozzunk kizarolag a végeselem modszer szem-
pontjabol fontos tulajdonsigaira. Visszaemlékezhetiink, hogy a végeselem moédszer béazis-
fliggvényei kalapszertiek voltak, és a diszkretizacidban az els6 derivéltjai szerepeltek. Az
elsG derivalt erés értelemben nem értelmezett a ,kalap" toréspontjaiban, azonban ettdl
fiiggetleniil integralhatd. A gyenge derivalt definicija ennek ad matematikai értelmet: j61-
lehet a derivalt nem értelmezhetd bizonyos pontokban, de amig integral ,mogott” talalhato,

addig elegendd, ha szakaszonként értelmezett.

A gyenge derivaltnak egyéb tulajdonsigai is vannak, és elkeriilhetetlen a disztribuciéelmélet

targyaldsa soran. Jelen dolgozatban ennél részletesebben ezzel nem foglalkozunk.

A Sobolev tér definicioja
A Sobolev tér az Lo tér altere, és azon fiiggvényeket tartalmazza, melyek n. derivaltja is

része az Lo térnek.
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Az els6rendii Sobolev tér definicidja:

Hy(Q) = {f e Lﬂ@)]?i € Ly(9), g;“ e L2<Q>} (3.37)

ahol a derivalast az el6bb bevezetett definicidval, gyengén értelmezziik.

A masodrendi Sobolev tér definici6jara a lemez egyenleteinek felirasakor lesz sziikség:

2 2 2
YT e 1), 22 e Ly, aag;gy c LQ(Q)} (3.38)

@) = {1 € La(@)| 5.4 -

A gyenge alakban u és v fiiggvényeket a Hy Sobolev tér részei, és a kozelité megoldasban

Up és Vh 1s.

A preciz definicibhoz hozzatartozik, hogy v ill. vy is a Hp tér olyan alterében vannak,
mely a I' peremen zérus. Tovabba figyelembe vehetjiik, hogy a végeselem hélé miatt az
Q tartomany nem pontosan ugyanaz diszkretizacié el6tt és utdn. Ezen precizitdsoknak
a végeselem moddszer alkalmazdsanak szempontjabol nincs kitiintetett jelentGsége, igy a
tovabbiakban eltekintek téliik.

Amennyiben a kozelitémegoldas a megfelel6 Sobolev térben van, a végeselem modszer

helyessége egyszertien bizonyithatd. Ez az tn. Céa lemma.

Céa lemma

A Céa lemmat a [40, 41] irodalmak alapjan mutatom be. Legyenek B : VxV — R és
L : V — R olyan operatorok, amelyek a megoldandé differencidlegyenlet gyenge alakjat
fejezik ki. Példaul a hullamegyenlet esetében (3.19) alapjan:

1 0u
B(u,v) = —/QVU~Vde— = Q@de
L(v) = —/ ov dI‘—l—/ fodQ
Ty Q

Az egzakt, pontos megoldast kifejezd gyenge alak:

B(u,v) = L(v) Vv e V. (3.39)
A kozelitémegoldast kifejezs egyenlet pedig:

B(uh,vh) = L(’Uh) Yoy € Vy, (3.40)

ahol Vj, C V véges dimenziéju altere V-nek.

A Céa lemma szerint, ha a B(a,b) operatorra teljesiil, hogy
e B(a,b) bilinearis, azaz B(a,b) = B(b,a) és B(a,b; + be) = B(a,b1) + B(a, bs), és
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e B(a,b) <~llal| ||b]| Va,b € V, ahol v > 0 konstans, és

e B(a,a) > alla|]|*> Va €V, ahol a > 0 konstans,

akkor
N — up| S%Hu—vhH Yo, € Vi, (3.41)

Ez azt jelenti, hogy up a lehetd legjobb kozelitése u-nak a Vj térben 1évs fiiggvények
koziil. Az els6 feltétel éppen a vektortér fiiggvényeinek folytonossagat fejezi ki. Tehat, ha
a végeselem bazisfiiggvényei folytonosak (azaz a megfelel Sobolev térben vannak), akkor
a kozelitémegoldas optimadlis. A folytonossigi feltételt épp akkor biztositjuk, amikor a
szomszédos elemek azonos szabadsagi fokot elgiro fliggvényeit 6sszerendeljiik: ekkor ez elsd

derivalt gyenge értelemben értelmezhets lesz.

A Céa lemma viszonylag konnyen bizonyithaté. Elgszor is hasznaljuk ki, hogy V;, C V, igy
B(u, Uh) = L(Uh) = B(uh,vh) = B(u — uh,vh) =0 Yoy € Vy, (3.42)
Ezt kihasznalva a bizonyitas:

oz||u—uh\|2 < B(u — up,u —up) = Bu—up,u—vp) + B(u — up, vp — up) (3.43)
= B(u — up,u —vp) < yl|lu —up||[lu — vgl,

melybdl a lemma egyszerd atrendezéssel megkaphato.

3.6. A Dirichlet tipusti peremfeltételek érvényesitése

A Neumann tipusit peremfeltételek konnyedén érvényesithetk, mert a (3.19) gyenge alak-
ban megjelent %Z . A Dirichlet peremfeltételek nem érvényesithetdk ilyen konnyedén. Az

alabbiakban bemutatok néhany lehetséges moédszert.

Stlyozé egyiitthatok eldirasa

A Dirichlet peremfeltételek érvényesitésére a legkézenfekvébb mddszer a salyozo egyiittha-
tok eldirasa. A végeselem modszer bazisfiiggvényrendszerének kiszonhetéen ez konnyedén
megtehetd, ugyanis bizonyos pontokban (a node-okban) elgirhat6 a megoldasfiiggvény érté-
ke a node-hoz tartozé sulyoz6 egyiitthato értékének elsirasaval. Ehhez az egyenletrendszer
méatrixait és vektorait kell moédositani. A node-okban el&irt értékek kozott a bazisfiigg-
vényeknek megfelel§ interpolacié fog teljesiilni®. A kalapszerd bazisfiiggvények esetében

példaul lineéris interpolacié fog megvalédsulni.

39 és 3 dimenziéban; 1 dimenziéban abszolit pontos a peremfeltétel-érvényesités
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Ha az i. node stulyozé-egyiitthatojat szeretnénk elsirni akkor példaul a K matrix i. soraban
minden elemet nullara irunk, kivéve az i. oszlopot. Tovabba az M matrix ¢. sorat kinul-
lazzuk, a by vektor ¢. elemét kinullazzuk és az f vektor i. elemébe {rjuk az el6irni kivant
értéket. Lasd 3.7. abra.

Lagrange Multiplikator
A Lagrange multiplikator feltételes szélsGérték-keresésre alkalmas eljaras. A végeselem
modszer épp a hibaminimalizdlason alapul, ezért kézenfekvének tinik a Lagrange mul-

tiplikdtor hasznalata.

A részletes levezetések megtalalhatok az [1] hivatkozasban, itt csak a legfontosabb Gsszefiig-
géseket ismertetem. A peremfeltételt gyenge értelemben irjuk el6 az az alabbi, peremmenti

integrallal:

/F wlu—g)dl' =0 (3.44)

Az elgirando6 peremfeltétel g, tovabba u egy tetszdleges fliggvény - hasonléan tesztelsfiige-
vény, mint kordbban v volt. Ertelemszert, hogy ha pu tetszéleges, és az egyenlet teljesiil,
akkor a peremfeltétel is érvényesiil. Ha p csak egy véges bazisa altérben tetszéleges, akkor a
peremfeltételt minimélis hibaval érvényesitettiik. Az egyenletet diszkretizaljuk a korabban
ismertetett modon. A u tesztelfiiggvény kereshetd ugyanabban a bazisban, mint v és v.

A diszkretizacid utan az eredmény egy matrixegyenlet.

Bpc—g=0 (3.45)

A Bp matrix tébb azonosan nulla sort is tartalmazhat. Ezek nem jelentenek tovabbi meg-

kotéseket, nem jarulnak hozza a peremfeltétel érvényesitéséhez, {gy akar ki is vehetsk a

matrixbol.

1JOJOJOJOJ0] [ex 0] [OJOJOJOJO[0] [cf [5]

C C
ool 1]ofofo]. |4 + [o] = [o]o]o]o]o]0]. [ [8]

C C
c | csl [
o L] o« [
K C by M C f

3.7. dbra. Példa a Dirichlet peremfeltételek eléirdsdra: ¢y = 5,c3 = 8. Az tiresen hagyott rubrikdkban
tetszdleges érték szerepelhet.
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Ezt Lagrange Multiplikatorral az eredeti (3.27) egyenlethez irhatjuk:

1. 0% ¢ T

Bpc=g (3.46b)

A Lagrange multiplikdtor bonyolultabb peremfeltételek el6irasara is alkalmas ellenben a
silyoz6 egyiitthatdk elGirasanak moédszerével. El6fordulhatnak olyan peremfeltételek, mely
sordn nem értéket irunk el6, hanem valamilyen csatolast a perem kiilonb6z6 részei kozott.
Persze ezek egyértelmiiségének vizsgalata mindig egy kiilon feladat. A Lagrange multiplika-
tor jelentds hatranya, hogy megnoveli az ismeretlenek szamat, mégpedig Dirichlet peremen

talalhato bazisfiiggvények szdmaval.

Visszavezetés Neumann peremfeltételre
A Neumann peremfeltétel kénnyen érvényesithets, igy kézenfekv§ Gtlet a Dirichlet feltételt

valamilyen modon visszavezetni erre [2]. Tekintsiik az alabbi peremfeltételt:

ou
— 4
€, +u=g (3.47)

Ez éppen az impedancia tipusa peremfeltétel specialis esete (lasd 2.2.). Ha e értéke kicsi,
akkor jo kozelitéssel Dirichlet peremfeltétel érvényesiil. A (3.17) gyenge alak B peremmenti

integraljaba beirhatjuk ezt az Gsszefliggést.

1
v—dI' = / vo dl’ + / (9 —u)vdl (3.48)
I'y €Jrp

1
Bp=- ww! dl
€
. o (3.49)
bD = / agw dr’
e I'p
Ezzel a megoldandé egyenletrendszer
1. 9%
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3.8. dbra. Transzformdcid a referenciatartomdny és a globdlis tartomdny kiézott.

A modszer nehézsége éppen az e érték optimalis értékének meghatarozasa. Tul kicsi érték
esetén a peremfeltételek nem teljesiilnek pontosan, til nagy érték esetén pedig a keletkezd

(K + Bp) kondiciészama lesz kedvezétlen.

3.7. A referenciaelem

A korabbiakban bemutattam a végeselem modszer bazisfiiggvényinek konstrukcidjat. A tar-
tomanyt kisebb (egyforma alaku, de nem feltétlentil egyforma meéretii) poligonokra bontjuk
fel, és mindegyiken ugyanazon szabalyok szerint definidlunk elemfiiggvényeket. Ez a sza-

balyszertiiség kihasznalhat6 az egyenletrendszer integraljainak kifejtésénél [35].

Az (3.28) integralok a teljes tartomanyra vonatkoznak, de elemenként is elvégezhetjiik.

Legyen

E
Qr~ % (3.51)
k=1

ahol Qj egy résztartomany (péeldaul kétdimenzioban egy haromszog), E pedig az elemek

szama. A matrixok kifejtéséhez az elemenkénti integralok Osszege sziikséges, azaz
E

M=>" i ww dQy, (3.52)
k=1 k

Transzformacio a referenciatartomanyba
Mivel minden elem felett ugyanazok a fiiggvények lathatok (ezek voltak az elemfiiggve-
nyek), az integralast elvégezhetjiik helyettesitéssel egy referenciatartomanyban. Példaként

a kétdimenzios haromszogelemeket hasznalom.

A 3.8. abran lathato transzformaécio6 felirhato az alabbi médon:
Tl |r2—a1 w32 % n T (3.53)
Yy Y—=Y1 Ys—Yyr1| (Y Y1

ol

Fi =




ahol z,y a globdlis koordinatak, &, ¢ a referenciatartomany lokélis koordindtai. Kénnyedén
belathatjuk, hogy a transzformécié a referenciaharomszég pontjait a globélis haromszog
pontjaiba képezi le - ez a harom pont pedig egyértelmiien meghatarozza a globélis harom-

szoget. A Jakobi méatrix értelemszerten:

Jy= |7 T (3.54)
Y2—Y1 Ys— U

A transzformacioval a (3.52) egyenlet integraljai helyettesitéssel is kifejthetSk az alabbi

moédon:

E

M = Z‘det(.}k)/ (WOFk)(WTOFk> ds, (3.55)
k=1 &

ahol Q, a referencia-elem. Mivel a Jakobi-determinans konstans, ezért kihozhaté az integra-
lasbol. A diszkretizalt matrix kiértékelését visszavezettiik referenciatartomanyi integralok

kiértékelésére.

Valéjaban ennél még hatékonyabban generalhatok a méatrixok, ha bevezetjiik az tn. ele-

menkénti matrixokat.

Az elemenkénti t6meg és merevségi matrix
A (3.52) Gsszeg minden tényezGje egy NxN-es matrix. Ugyanakkor egy adott elem felett
nézve a w bazisfiiggvények nagy része nulla (mert lokalisak), ezért a matrixok elemeinek

talnyomo tobbsége is nulla.

Az elem felett nézve, kizarolag az elemfiiggvények vesznek fel nullatol kiilonb6z6 értéket
- igy példaul a kétdimenzids elemfiiggvények esetében Gsszesen 3 bazisfiiggvény lesz nem
nulla. Ezzel a (3.52) egyenlet minden tényezGje egy olyan NxN-es matrix, melyben dsszesen

9 elem nem nulla értékd.

Tekinthetiink erre a 9 elemre Ggy is, mint az elemfiiggvényekbdl alkotott elemmatrix. Az

elemfiiggvényeket kordbban N;-vel jeldltiik. Jeldlje a belgliik alkotott oszlopvektort IN.

Ezzel az elemenkénti tomegmatrix

M, = [ NNTqQ., (3.56)
Qe

és természetesen hasonléan az elemenkénti merevségi méatrix:

K.= [ VNVNTdQ, (3.57)
Qe
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Az elemenkénti matrix egyértelmtien beilleszthetd a globalis matrixba, hiszen minden elem-
fliggvényrsl pontosan tudjuk, hogy melyik bazisfliggvény részét képezi. Természetesen a
szomszédos elemek azonos szabadsagi fokot el6ird elemfiiggvényeit dsszerendeltiik bazis-
fliggvényekké, , az elemenkénti matrix beillesztése sordn a tényezdket Osszeadjuk, akkor
éppen a (3.52) egyenlet Gsszegzését hajtjuk végre. Praktikusan a globalis matrix azonosan
nulla értékekkel indul, és az elemenkénti matrixokat dsszeadassal illesztjiik be a globalis

matrixba.

Az elemenkénti matrixok természetesen kifejthetSk a referenciatartomanyban a transzfor-

maciot kovetGen.

Vezessiik be a formafiiggvények fogalmat, melyek a referencia elem felett ugyanazon sza-
badsagi fokok &ltal meghatarozott fiiggvényeket jelentik. Jeldljiik ezek oszlopvektorat N-
al. Példaul a kétdimenzios referencia-haromszog (lasd 3.8. abra) felett az alabbi formafiigg-

vények kielégitik a szabadsagi fokokra vonatokoz6 két kritériumot.

2
I
—_
|
8
|
<

(3.58)

<

Az elemenkénti matrixok kifejthetsk a formafiiggvények segitségével, ha feltételezziik, hogy
NoF = N, azaz az elemfiiggvények transzformaltjai megegyeznek a referencia elem forma-
fiiggvényeivel - melyeket ugyanazok a szabadsagi fokok hataroznak meg. Az elemenkénti

tomegmatrix igy:
M, = | det(J})] / NNTqQ, (3.59)
Q

Az integral igy mar teljesen fiiggetlen a globéalis haromszog elhelyezkedésétdl, hiszen a
referenciatartomanyban értékelendd ki. Az integralt a globalis haromszoget jellemz§ Jakobi
matrixszal (Ji) kell megszorozni. Azonnal latszik a modszer elénye: nem sziikséges minden
haromszogelemre az integralast elvégezni, elegendd csak egyszer megtenni. Ezzel a szdmitasi

igény drasztikusan lecstkken.

Az elemenkénti merevségi matrix a témegmatrixhoz hasonloan kifejthets a referenciatarto-
ményban. Azonban a merevségi matrix integrandusa derivalast is tartalmaz, igy a transz-

formacidhoz a lancszabdly alkalmazasa valik sziikségessé:

VN = (Vi N) I (3.60)

Az egyenletben a V operator alsd indexében jeloltem, hogy melyik tartomanyban értelme-
zend6. A kalapos’ tartomany a referencia, a ,kalap neélkiili” a globalis. Igy az elemenkeénti

merevségi matrix:
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= | det(Jy) |/ Vig(NI (VNI DT dQ, =
(3.61)
= | det(J})| /Q Vi NI 3) 1V, NT dQ,

A Jakobi métrix természetesen most is fiigg az globdlis hdromszogelem elhelyezkedésétdl,

igy elsd ranézésre ez az integral nem fejthet(’i ki elére. Atalakithat() azonban el6re kifejthets

Fontos ismét hangsilyozni, hogy a modszer feltétele, hogy N o F = N, azaz az elem-
fiiggvények transzforméltjai megegyeznek a referencia elem formafiiggvényeivel. Ez nincs
feltétleniil igy, és elérebocsidtom, hogy pont olyan elemekre lesz sziikség a cintanyér szin-

téziséhez, ahol ez nem teljesiil.

A NoF = N feltétel egyébként minden olyan esetben teljesiil, amikor a szabadsigi fo-
kok kozott csak fiiggvényértékek szerepelnek [21]. Ez pedig minden mésodfoku parciélis

differencidlegyenlet esetében elegends a végeselem modszer alkalmazisihoz.

Az elemenkénti gerjesztévektorok
A (3.27) egyenletben szerepls gerjesztGvektorok szintén sszerakhatok elemenkénti vekto-
rokbol, utébbiak pedig kifejthetSek a referenciatartoményban is. Az elemenkénti gerjesz-

tévektor:

= ldet()] [ (foF)Nag, (3.69)

A Neumann peremfeltételt érvényesité by gerjesztévektor peremmenti integral kifejtését
teszi sziikségessé. A végeselem hald a peremet is résztartomanyokra, részperemekre osztja,
igy ugyanagy résztartomanyonként kifejthetjiikk az integralokat. A peremmenti integralok

kiértékeléséhez a perem gorbéjét paraméterezni kell. Ennek altalanos forméja a kovetkezs:

[sewar= [ bf(x(t),y(t))\/ (&) + (%) w (3.63

ahol z(t),y(t) a gérbe paraméterezése t valtozo szerint. A végeselemhdlé miatt a vizsgalt
tartomany pereme szakaszokbél all, igy a gérbe paraméterezését szakaszonként végezhetjiik

el. Egy (1, 22) egyenes szakaszt a kovetkezGképpen paraméterezhetjiik:

xz(t) = (1 —t)xy + tao (3.64a)
y(t) = (1 —t)ys + tye (3.64b)

Ez a paraméterezés a szakaszt a [0, 1] egydimenzios referenciatartomanyra képezi le. Ter-

o4



mészetesen a by vektorra is értelmezhetjiik az elemvektorok fogalmét, mely az alabbi lesz:

1
(bn)e = LS/O a(z(t), y(t))N(x(t), y(t))dt (3.65)

ahol Ly a szakasz hossza. A (3.65) egyenletben még az elemfiiggvények szerepelnek.

Belathatjuk, hogy a (3.64) paraméterezés az F transzforméacié és az § = 0 helyettesités
egyméas utani alkalmazisa. Ezzel az elemenkénti vektor is felirhatoé a formafiiggvények

segitségével, azaz:

2

1
(by)e = Ls/o (coF) dz (3.66)

Asszemblalas

A bevezetett elemenkénti matrixokbol és vektorokbdl dsszerakhato a globalis métrix. Fzt a
folyamatot asszemblalédsnak nevezik az irodalomban. Az elemenkénti méatrixok és vektorok
kiértékelése egyszertibb mint a globalisoké, hiszen az integralok egy része elére kifejthets a

referenciatartomanyban.

Az asszemblalds, mint algoritmus ismertetésére a haromszogelemeket hasznalom. Az assz-

emblalas folyamata a kovetkezd:

1. Szamozzuk a node-okat. A node-hoz tartoz6 bazisfiiggvény is ezt a szamot kapja.
2. Nullara inicializaljuk a globalis méatrixok Osszes elemét.
3. Minden hiromszogelemre:

(a) Meghatéarozzuk a haromszog node-jainak indexét. Jelolje ezek indexét iy, i, i3.
(b) Meghatarozzuk a Jakobi-matrixot a haromszog pontjait ismerve.

(c) Kiértékeljiik az elemenkénti matrixot, felhasznalva az elére kiszamolt integralo-
kat.

(d) Az indexek kijelolnek egy alméatrixot a globalis métrixban: K(i = 1..3,5 = 1..3).

(e) Az indexek &ltal kijelolt almatrixhoz hozzaadjuk az elemenkénti métrixot.
Azért adjuk hozza, mert az azonos szabadsagi fokot elgird elemfiiggvényeket
Osszerendeltlik béazisfiiggvénnyé, igy egy bazisfliiggvény tobb elem felett is ér-
telmezve van, és az elemenkénti integralok Osszege adja a teljes integral végss

értékeét.

Ez az asszemblalasi procedtra nagyban megkonnyiti a globalis egyenletrendszer megalko-

tasat. Az elemenkénti matrixok konnyedén, hatékonyan kifejthetsk.
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3.8. Megoldas idétartomanyban

A végeselem modszert alapvetGen térbeli problémakra fejlesztették ki, és lathattuk, hogy a
hibaminimalizalas csak térben tortént meg. Ha a probléma idéfiiggs, akkor egy id6 szerin-
ti differencidlegyenlet-rendszer megoldasa valik sziikségessé. Ennek kozelité megoldasara

kiilonbo6zé id6lépéses modszereket alkalmazhatunk, melyek koziil most egyet mutatok be.

Mondanom sem kell, hogy szamtalan modszer van, és mindegyiknek megvan a maga elénye.
Ne felejtsiik azonban el, hogy a végss cél a cintanyér szintézise, ezért egy olyan modszert

mutatok be, mely hasznos lesz annak szintézise soran is.

Differencia-operatorok
Az id6tartoméanybeli differencidlegyenlet id6lépéses diszkretizacidojanak kényelmes leirdsa-

hoz differenciaoperatorokat vezetek be. Legyen a diszkrét id6lépés At, és legyen
cn = c(t)|,_,ar = c(nAt) (3.67)

ahol n egész szamot jelol. Az alabbi differencia-operatorokat vezetjiilk be az idélépéses

modszerek leirasdhoz.

dipC = é(cnﬂ —cp) (3.68a)
5 c = é(cn —en) (3.68h)
dp.c = %At(cw_l —Cp-1) (3.68¢)
S = Aiﬂ(cn+1 9%, +cni) (3.684)

A differencia-operatorok szamos azonossaggal rendelkeznek [6]. A linearitasuk mellet, az

alabbi azonossagokra lesz sziikség a késébbiekben:
(61.cT) A (5yc) = %m (51— A (61_c)) (3.600)
(GrcT)Ac = %m (T Acy 1), (3.60b)
ahol A négyzetes, szimmetrikus métrix. Az azonossagok belathatéak a differenciaoperato-

rok definicidinak felhasznalasaval.

A véges differencia algoritmus
Tekintsiik a (3.27) id6fiiggs differencialegyenlet-rendszert. Egy lehetséges véges differencia

diszkretizacio a kovetkezd.

1
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Ha beirjuk a differencia operatorok definicidjat, és atrendezziik az algoritmust, akkor egy

explicit id6lépéses moédszert kapunk.
Cnt1 = CAPM ™ (~Ke, + (by)n — £) +2¢, — €y (3.71)

Az algoritmust explicitnek nevezziik, mert az (n + 1). id6pillanatbeli megoldas expliciten
felirhato az el6z6 (n,n — 1) id6pillanatbeli megoldasokbol. A modszert gyakran nevezik
Stromer-Verlet modszernek, de akar az el6relépd Euler moédszer kiterjesztéseként is gon-
dolhatunk ra.

Erdemes megfigyelni a kezdeti feltételek sziikségességét. Az iteraciot nem lehet elkezdeni
co és a c_1 ismerete nélkiil. El6bbi egyértelmiden a fiiggvény értékére vonatkozo kezdeti
feltétel, utobbi pedig a fliggvény elss derivaltjara vonatkozo kezdeti feltételbsl hatarozhato

meg;:
FCt=0)~d_c|, =21 (3.72)

A véges differencia modszer mindig csak egy kozelité megoldasa az eredeti, id6fiiggs dif-
ferencidlegyenletnek. Persze a At csokkentésével a hiba is csokken, melynek tendenciajat
Taylor sorfejtéssel megvizsgalhatjuk. A kézelités hibdja At értékével négyzetesen csokken

[6], azaz

32

= o

+ O(A#?). (3.73)

A kiilonb6z6 véges differencia algoritmusok atfogo, részletes analizise Bilbao [6] konyvében
megtekinthetd. Nem mellesleg ugyanebben a konyvben bemutatésra keriil a cintanyér fizikai

alapn szintézise véges differencidk modszerével.

3.8.1. Stabilitas

Az explicit véges differencia algoritmusok nagy elénye, hogy a kovetkezd idépillanatbeli
megoldashoz kizardlag az el6z6 id6pillanatbeli megoldasokon kell 4talakitasokat végrehaj-
tani. Ez praktikusan azt jelenti, hogy nem kell semmilyen egyenletrendszert megoldani, ez

pedig egyenesen vezet a szamitéasi igény drasztikus cstkkenéséhez.

Minden elénynek van azonban arnyoldala. Az explicit véges differencia modszerek esetében
az algoritmus instabilla valhat, azaz a ,kozelit6” megoldas divergens lesz. Mit is értiink
stabilitds alatt? Praktikusan azt mondhatjuk, hogy a rendszer véges gerjesztés esetén véges

értékd valaszt ad minden diszkrét ideji idépillanatban.

Ennél egy pontosabb definici6 a rendszer aszimptotikus stabilitasa, melyet a gerjesztet-
len rendszerre mondunk ki (azaz by = f = 0). A rendszert globalisan aszimptotikusan

stabilisnak nevezziik, ha barmely kezdeti feltétel esetén a megoldas nulldhoz tart®.

“Ez a definici6 kissé pontatlan, de a stabilitds fogalméanak lényegét helyesen szemlélteti
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A (3.71) véges differencia algoritmus egy linearis diszkrét ideji rendszert ir le. Ennek stabili-
tasi feltételei konnyedén megadhatok frekvenciatartomanybeli analizisekkel [6], ugyanakkor

nemlinedris rendszerek esetében (mint példaul a cintanyér) ez mar sokkal koriilményesebb.

Eppen ezért érdemes (diszkrét) idétartomanyban vizsgalni a rendszer stabilitasat. A to-
vabbiakban az Gn. Lyapunov moédszerrel adok kritériumot a véges differencia algoritmus
stabilitasara [19].

A Lyapunov stabilitas kritériumai
Tekintsiink egy gerjesztetlen rendszert, melynek allapotdtmenetét egy tetszéleges (nem

feltétlentil linearis) fiiggveny adja meg.
Xn+1 = f(xna Xn—15--- ) (374)

A rendszer Lyapunov szerint globélisan aszimptotikusan stabilis, ha létezik olyan
h(xn, Xn—1,-.- )R" > R (3.75)

filggvény melyre a kovetkezd feltételek teljesiilnek [19].

2. b(Xp, Xpn—1,...) >0 Vxp,Xp—1,... # 0 (azaz bh pozitiv definit)

w

. Ha ||x|| = oo, akkor h — oo

b

b1 =5, <0 vx

A kritériumok matematikai értelmezése mellett érdemes fizikal interpretaciot is adni nekik.
Tekintsiink h-ra tgy, mint a DI rendszerben tarolt energia egy adott idépillanatban. Az
energia termeészetesen nulla, ha az allapotvaltozok értéke nulla (1. kritérium). Az energia
mindig pozitiv mennyiség (2. kritérium). Az energia végtelenhez tart, ha az allapotvaltozo
vektorainak hossza a végtelenhez tart (3. kritérium). Végiil (talan a legfontosabb), hogy a
rendszer energidja vagy megmarad, vagy csokken (4. kritérium) de gerjesztés nélkiil nem

novekszik.

A stabilitas vizsgdlatdhoz olyan fliggvényt kell talalni, mely teljesiti a fenti kritériumokat.
Szerencsére valos rendszerek véges differencia diszkretizacioja soran a diszkrét idejid energia

hasonlé formét 6lt, mint a folytonos idejd energia.

A DI rendszer energiameérlege
A véges differencia algoritmus 4altal reprezentalt DI rendszer gerjesztés nélkiil az alabbi

formaban irhato fel:

§uMc = —c?Kc (3.76)
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Célunk egy olyan energiafiiggvényt taldlni, amely teljesiti a Lyapunov stabilitds kritériu-
mait. Egy ilyen energiafiiggvény konnyedén megtaladlhato, ha felirjuk a DI rendszer energia-
mérlegét - hasonloan, mint FI esetben. Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat d;.cT-al,
és alkalmazzuk a (3.69a) és (3.69b) azonosségokat, ismerve, hogy K és M szimmetrikus

matrixok. Ezzel

6t+blin =0, (377)

ahol
1 T c?
blin = §5t_c Mjé;_c + Ecann_l (3.78)

Ez a diszkrét idej rendszer energiamérlege. Egyértelmien teljesiil Lyapunov 1. kritériu-
ma, tovabba a (3.77) egyenlet 6nmagaban kifejezi a Lyapunov stabilitas 4. kritériumét.
A rendszer veszteségmentessége miatt az egyenlGség all fenn. Az energiafiiggvény pozitiv

definitsége csak megfelel§ At érték mellett teljesiil, igy épp ez adja a stabilitasi feltételt is.

Belathato (lasd F.2), hogy az energiafiiggvény akkor pozitiv definit, ha a
Kc = A\Mc (3.79)
altalanositott sajatértékprobléma legnagyobb A,,q. sajatértékére fennall a

2
At < ——— (3.80)

maxr

feltétel.

3.9. A huir végeselem modellje

A szintézismodszereket bevezets fejezetben a hur modelljét hasznaltam példaként. A (2.16)

hullamegyenlet egydimenzids esete éppen a har legegyszertibb, line4ris modelljét adja meg.

u 1 0%

= 3.81

ox2 2 ot? (381)
Legyen a vizsgalt tartoméany Q = [0, L]. A gyenge alak a (2.7) parciélis integralassal allit-

hato els, és az alabbi, egyszerii format 6lti:

=L L L 92
[a“] Oudv o L (700 (3.82)

— — — r=— —v
ox |,_o Jo Ox0zx 2 Jy ot?

Legyen a hir mindkét vége rogzitve, azaz a u = 0 peremfeltételt alkalmazzuk. Ha most

u = up s v R vy, s up-t és vyt is ugyanabban a bézisban keressiik, a diszkretizacié a
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kovetkezd lesz °
M—— = —?’Kc (3.83)

ahol

L
M= / ww? dx K= / Ow Ow? (3.84)
0 Ozr Oz

A matrixok asszemblédlasdhoz az elemenkénti matrixok ismerete sziikséges. A referencia-

tartomany legyen a [0, 1] szakasz, ezzel egy tetszéleges (x1,x2) elem transzformacioja:
F=x=(xy—21)% + 21 (3.85)

ahol a kalapos valtozd ismét a referenciatartomanyban értends. A transzformécié Jakobi

determinénsa xo — x1, azaz az elem hossza.

Alkalmazzuk a 3.2. 4bra kalapszeri bazisfiiggvényeit. Az ehhez tartozo formafiiggvények a

referenciatartomény felett:

- 1—2

N = [ A ] (3.86)
Az elemenkénti tomegmatrix

M, —L/NNTdA Le

2 1
| 2] (3.87)

ahol L, az elem hossza. Az elemenkénti merevségi matrix integralja egydimenzios esetben

konnyedén kifejthets elére, mert a Jakobi ,matrix” konstans:

1 ON 1 6N 1 11 -1
Ke_/LaxL 55 10 = Lell 1] (3.88)

Erdemes megfigyelni a matrixok kitoltottségét a 3.9. abran. Mivel a bazisfiiggvények lokali-
sak a keletkez$ matrixok kozel diagonalisak lesznek. Eppen ezért MATLAB implementécié
soran érdemes a sparse matrixokat alkalmazni. Ekkor a MATLAB csak a nem-nulla értékii
tagokat (és azok pozicidjat) tarolja el, ezzel nagy, de hianyos métrixok esetében jelentésen

csokkenti a memoriaigényt.

Modalis megoldas
A modalis megoldas a diszkretizalt egyenletrendszerrel is megadhatd. Belathato, hogy a

modalis megoldés az alabbi, altalanositott sajatértékproblémara vezet [6]:

Kc = k*Mc (3.89)

5A [@U]sz

52V, €rtéke zérus lesz, mert elSirjuk, hogy v = 0 a Dirichlet peremen
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100 ‘
0 50 100
nz = 299

3.9. Abra. A M és K mdtrizok kitéltottsége. Az dbrdn minden nem nulla elemet pont jelél.

3.10. abra. A hir elsé hdrom mddusa. A tartomdny 100, eqyforma méreti elemre van osztva, a hir a
szélein régzitve vamn.

Ez MATLAB-ban példaul az eigs fliggvénnyel oldhato meg. A peremfeltételek érvényesi-

téséhez K, M matrixok megfelel§ elemeit modositani kell.

A 3.10. abréan lathaté a numerikus modalis megoldas eredménye, mely megfelel a vartaknak.
Olyan szinuszhullamokat kaptunk, melyek értéke nulla a peremen, azaz az intervallum

hatérpontjaiban.
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1 1 1 1

05 /\ 05 _/L/\_ 05 05
0 0 0 “/\—/\" 0 M

-0.5 -0.5 -0.5 -0.5

A -1 -1 -
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

halads hullimkomponens.

IdStartomanybeli megoldas

Az id6tartoménybeli megoldéshoz alkalmazzuk a véges differencidk modszerét:
(SttMC = —-Kc (390)

Az 3.11. dbran lathaté szemléletes példaban a hir u-ra vonatkozd kezdeti feltétele egy

emelt koszinuszfliggvény éppen a hur kozepén. Tovabba a %(t = 0) = 0 kezdeti feltételt
érvényesitettem, azaz cog = c_1. Az idGtartoméanyi szimulécioban jol latszik, ahogy a hul-
lamcsomag szétvilik egy balra és egy jobbra haladé hullimkomponens szuperpozici6jira.

Ez a felismerés adja a waveguide modszerek alapjat.

3.10. A membran végeselem modellje

Az 2. fejezetben bemutattam a membran analitikus megoldédsait. Ebben az alfejezetben
bemutatom a végeselem alapt megoldast mind frekvenciatartomanyban, mind idétarto-

méanyban.

Az implementacio MATLAB-ban torténik, igy igyekeztem méatrixegyenletekre optimalizalni
a kodot. Az elemenkénti tOmegmatrix integralis tényezéje elére kifejthetd, mert csak a

referenciatartomény formafiiggvényeitél fiigg:

A 2 1 1
L=y det(J

Me:|det(Jk)/ NNT gzag = 2UBL (3.91)
070 SRR PR

Az elemenkénti merevségi matrix mar nem ilyen egyszert, hiszen az integrandusban szere-
pel a Jakobi matrix. Adja magat a lehet6ség, hogy a Jakobi-métrix elemeit paraméterként
bevezetve kifejtsiik a (3.60) integralt. Bemutatok most egy masik megoldést is, mely nem-

csak elegans, de hatékonyan fut a MATLAB métrix-alapa kornyezetében.

Jeloljiik a (3.60) egyenletben a C = (JTJ)~!. A C matrix szimmetrikus, melynek elemei:

C= (3.92)

C11 012]

C12 €22
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Az elemenkénti merevségi matrix nm. eleme természetesen:

C c ONm
[ e]nm == ’det Jk / aN" [ 1 12] [] dz dy (393)

Cl2 €22 94

A maétrixszorzasokat kifejtve az alabbi eredményt kapjuk:
ON,, ON,, ON,, ON,
Keyn = |det(Jy) |/ Cll—p g T e aAn aAm
ON,, ON, ON,, ON,,

(3.94)

) dadi)

Ez alapjan pedig lathat6, hogy az elemenkénti merevségi matrix négy matrix linearis kom-

binaciojaként allithato els:

K. = |det(Ip)| [c11Kao + c12(Kay + KTL,)) + 20Ky | (3.95)
ahol
(1 =1 0]
L r1=9 9N oNT 1
K,, = —didj == |- 3.96
/0 / or oz T 01 (1) 8 (3.962)
(1 0 —1]
L r1=9 9N oNT 1
ny:/ / ——dzdy=—-|-1 0 1 (3.96b)
0 0 8$ 8y 2 0 0 O
[1 0 —1]
=9 HN ONT 1
yy—// 9 d$dy_§ 0 0 0 (3.96¢)
-1 0 1|

Ez a feliras kedvez a matrixmiiveleteken szoftvereknek. Késébb, bonyolultabb merevségi
métrix felirdsanal ez a megkdzelités nagysigrendekkel gyorsabb asszemblalast fog eredmé-

nyezni.

Az asszemblalds MATLAB-ban konnyedén megtehets, ha bevezetiink index vektorokat.
Az alabbi kodrészletben az indexer valtozo az aktuélis haromszog pontjainak (és ezaltal a
hozzarendelt béazisfiiggvények) indexeit tartalmazza. A K, M valtozok a globalis matrixok,

a Ke, Me valtozok az elemenkénti matrixok, a 2*A a Jakobi determinans abszolut értékeb.

indexer = [il1l i2 i3];
K(indexer ,indexer) = K(indexer,indexer) + Kex*2xA;
M(indexer ,indexer) = M(indexer ,indexer) + Mex*x2xA;

Frekvenciatartomanybeli megoldas
A modalis megoldés ismét a (3.89) altalanositott sajatértékprobléméra vezet. A 3.12 dbran

lathatok a numerikusan kapott médusok. A fels§ sorban lathatéo moédusalakok megfelelnek

A jakobi determinans abszolit értéke a haromszog teriiletének kétszerese.
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3.12. abra. A szélein régzitett membrdn négy mddusa végeselem mddszerrel. A hdlo 1248 elemet tartal-
maz.

a 2. fejezetben analitikusan kiszdmolt modusoknak. Az alsé kett§ azonban nem. Ezek az
n=1m=2ill. an = 2,m = 1 médusai a membrannak, emiatt pedig sajatfrekven-
cidjuk megegyezik. Az analitikusan meghatarozott modusalakok ortogonalisak egymasra,
azonban az algoritmus ezt nem képes megtalalni. Ett6] fiiggetleniil két, linearisan fiiggetlen
modust taldl meg, ami a modalis dekompozicibhoz elegends. Ez a jelenség csak a kétszeres
multiplicitast sajatfrekvencidkhoz tartozé modusok esetében 1ép fel, az egyszeres modusok

helyes alakjat képes megtalalni az algoritinus.

Id6tartoméanyi szimulaci6
Az id6tartoményi szimulacié néhany idgpillanatat a 3.13. dbra szemlélteti. Ebben az eset-
ben is a kitérést egy emelt koszinuszfiiggvénnyel, a sebességet zérus kezdeti értékkel inici-

alizaltam.

Erdemes megfigyelni, hogy a 3.13. abran a hullam terjedése diszperziv, azaz a révidebb
hullamhosszi komponensek gyorsabban terjednek, a hullamfront szétcsiszik. Ez az expli-
cit véges differencia modszer hibdja, és éppen ezért numerikus diszperzionak nevezziik. A
numerikus diszperzié hatasa nem csokkenthetd csupan a halé stritésével, azonba magasabb
rendd bézisfiiggvények valasztasaval igen. A 3.14. abran lathato szimulacioban egy bonyo-
lultabb elemmel valésitottam meg a membran modelljét. A hasznalt elemnek 6 szabadsagi

foka van: a fiiggvény értéke a haromszog cstucsiban, és a haromszog éleinek felez6pontja-
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3.13. abra. Pillanatképek a membrdn kitérésének idébeli alakuldsdrol. A szinskdldt +0.05-re szaturdltam
annak érdekében, hogy a numerikus diszperzid j6l ldthatd legyen. A hdlé 1248 elemet tartal-
maz.

ban. Ez kétdimenziés masodfoku polinomokkal valésithaté meg. Lathato, hogy a numerikus
diszperzi6 hatéasa csokkent (élesebb szemmel azért még lathatjuk aprobb jeleit), de ennek

persze komoly ara volt: a szdmitasigény tobbszorosére novekedett.

A 3.15. abran megfigyelhetjiik a numerikus energia idébeli valtozésat. A numerikus energia
kifejezése a (3.78) egyenletben lathato. Jollehet a numerikus energia elméletileg megmarad,
a véges szamabrazolasi pontossidg miatt ez csak kozelit6leg teljesiil. Az energia variacioja

kifejezetten kicsi, minddsszesen néhany bit értéket valtozik.

A 3.16. 4bran megfigyelhetjiik az instabil viselkedést. A membrant ugyanigy emelt koszi-
nuszfiiggvénye gerjeszti. A folyamat latszolag ugyanugy indul, mint az el6z6 esetben. Jol
megnézve a 2. idGpillanatot mar felfedezhetdk az instabilitas elsd aproé jelei. Ezt kovet&en

a rendszer jol lathatéan instabilis lesz, végiil teljesen eltorzul.
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3.14. abra. Pillanatképek a membrdn kitérésének iddbeli alakuldsdrdl 6 szabadsdgi fokid hdromszégelemek-
kel. A szinskdldt +£0.05 szaturdltam annak érdekében, hogy a numerikus diszperzid jelensége
jol ldthatd legyen. A hdlé 1248 elemet tartalmaz.

%1078

25

0 50 100 150 200 250 300 350

3.15. abra. Az energia vdltozdsa a mintdk fiigguényében. Az y tengelyen pontokkal jeleztem a mormdlt
energiavdltozdst: he = (ho — hn)/ho. Sziirke vizszintes vonalakkal az egy-bit varidcid kvantdlt
értékes ldthatok.
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3.16. abra. Pillanatképek a szélein rogzitett membrdn kitérésének idébeli alakuldsdrol. A mintavételi peri-
ddusidd éppen a stabilitashoz sziikséges periodusidd 1.1-szerese: At =1, lﬁ. A hdle 1248
elemet tartalmaz.
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4. fejezet

A Kirchhoff féle linearis lemez

végeselem modellezése

Az el6z6 fejezetekben bemutattam a peremértékfeladatokat és a végeselem modszer alkal-
mazasat. Mindez jo elSkészitése volt a végss feladatnak; ratérek a cintanyér fizikai alapu
szintézisének rogos utjara. Els§ megdllé a linearis lemez Kirchhoff-féle modellje, melynek
alapjat a linearis, rugalmas deformacio fizikaja adja [16]. Ha feltételezziik, hogy a vizsgalt
lemez vastagsiga sokkal kisebb, mint szélessége, akkor a vékony lemez kétdimenzids par-
cialis differencidlegyenletekkel irhaté le. Ha a lemez deformacioja (méreteihez képest) kis
mértéki, a keletkezd egyenlet linearis lesz - ez a Kirchhoff féle linearis lemezmodell. Az
egyenlet jellegre nagyon hasonlit a membranhoz, szintén hullamterjedést ir le, azonban ne-
gyedrendd parcidlis deriviltakat tartalmaz. Jelen dolgozatban a linearis lemez alapegyen-
letének levezetésétdl eltekintek, az érdeklds Olvaso szamara a [26, 35, 42| irodalmakat

Jjavaslom.

Ebben a fejezetben elGszor bevezetek néhany jeldlést és fizikai paramétert, melyek segit-
ségével a differencidlegyenletek és peremfeltételek kompaktabb formaban leirhaték. Ezt
kévetGen felirom magat az egyenletet, majd alkalmazom ra a végeselem modszer kordbban
megismert 1épéseit: targyalom a lehetséges peremfeltételeket, levezetem a gyenge alakot és
az energiamérleget, a gyenge alakot diszkretizdlom, bazisfliggvényeket valasztok (és felol-
dom az ezzel kapcsolatos komplikiciokat), majd bemutatom az eredményeket: a modalis
megoldas sajatfrekvenciait és sajatfiiggvényeit Osszehasonlitom az irodalmi és analitikus
adatokkal.

4.1. Anyagparaméterek és fizikai valtozok

Ebben az alfejezetben 6sszegytijtém a hasznélt anyagparamétereket és fizikai mennyisége-
ket. Noha ezen mennyiségeknek fontos fizikai jelentése van, jelen dolgozatban inkibb jels-
léesként tekintek rajuk. Mindezt azért tesszem, hogy jeldlésrendszerem konzisztens legyen az

irodalommal, azonban eltekintek a hattérben 1évé fizika preciz ismertetésétdl [26, 35, 42].
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Ar;};?ili)%irfn(:er Anyagparaméter neve | Mértékegysége
v Poisson allandé (v < 0.5) -
E Young modulus Pa
h Lemezvastagsag m
1) Lemez anyaganak stirtisége kg/m?

4.1. tablazat. A lemez anyagparaméterei

Anyagparaméterek

A 4.1. tablazat 6sszefoglalja a lemezek leirasdhoz sziikséges anyagparamétereket.
Az anyagparaméterek az in. hajlitémerevségben foglalhatok Gssze, mely definici6 szerint

ERr?
D= ) (4.1)

Forgatéonyomaték

A forgatonyomaték egy 2x2-es tenzor forméjaban irhato fel.

M, My
M = (4.2)
My, My
A tenzor egyes elemei és a lemez vertikalis u kitérése k6zott az alabbi Osszefliggések allnak
fenn.
0%u 0%u
0u 0u
2
My (u) = —D(1 — 1) 24 (4.5)

0xdy

Az forgatonyomaték iranymenti vetiiletét v, vy irdnyokban az alabbi médon definialjuk
[42].

My, = V1 -Mvy = vl (Mvy) (4.6)
A peremfeltételek kifejezésénél hasznélni fogjuk a normélis iranyu vetiiletet, azaz
M, =n-Mn = Mxn?t -+ Mynz + 2Mpyngny (4.7)

ahol n = (n;,ny) a peremmenti normélvektort jeloli. Szintén a peremfeltételek kifejezésénél

hasznéljuk az alabbi irdnymenti vetiiletet:
Mps =n-Ms = (My — My)ngny + Mxy(ni - n?}) (4.8)
ahol s = (—n,, n,) a peremmenti tangencilis vektor.
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Transzverzalis nyiréerd

A transzverzalis nyiroerd kapcsolata a transzverzalis kitéréssel a kivetkezd:

Q- [Qm] , (4.9)

Qy
ahol
OM,  OMy, 0
@ or + oy ox “ (4.10)
OMy, OM, 0
= = -D—Au. 4.11

A normalis irdnyud transzverzalis nyirder§ természetesen

Qn=Q -n = Qun; + Qyny. (4.12)

4.2. A Kirchhoff lemez egyenlete

A Kirchhoff lemez egyenlete kompakt forméaban felirhatd az el6z6 fejezetben bevezetett
jelolésekkel [6, 26, 35].

PM, M, _0°M 0%
< 2 Y 4 fowe = ph—5 4.1
52 a2 2 anay T Tee =P (4.13)

ahol feze a gerjeszt6 erd. Ha beirjuk M, M,, M,, kifejezését (4.13) egyenletbe, akkor a
v-t tartalmazo tagok kiejtik egymaést, és egy még kompaktabb alakot kapunk [6, 26, 35]:

0%u
242 _
—K“A*u + fexc = w (414:)
ahol
D
=/ — 4.15
K oh (4.15)

A (4.14) egyenlet a Kirchhoff lemez klasszikusnak mondhaté parcialis differencialegyenlete.
A dolgozatban hatraléve részében gyakran ezt az alakot fogom haszndalni, de a gyenge alak
és energiamérleg felirasa soran az elss, (4.13) egyenlet sokkal praktikusabb lesz. Ennek oka

a peremfeltételek kifejezésében rejlik.

Diszperzio
A fejezet bevezetdje soran roviden megemlitettem, hogy a lineédris lemez egyenlete is hul-

lamterjedést ir le. Ezt be is lathatjuk, ha az

v (2, y,t) = Acos(kyx) cos(kyy) cos(wt + ¢) (4.16)
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4.1. abra. A lemez egy kétdimenzids Gauss impulzussal inicializdlva. A hulldmfront most nem hatdrozott,
diszperziot figyelhetink meg.

hullamterjedést leiro fiiggvényt helyettesitjiik be a (4.14) egyenletbe:

1 0%/
_ 2 2 _

Atrendezve éppen a 2. fejezetben részletesen bemutatott hullamegyenletet kapjuk:

1 0%

A= - 2%
U TRk

(4.18)

ahol |k| = ,/k2 4+ k2 a hullamszam. A (4.18) hullimegyenlet a terjedési sebessége nem

allandé, fiigg a hullamszamtoél - tehat a hullamhossztdl is.

Ezek ismeretében kimondhatjuk, hogy a lemez teljesen altalanos megoldasa ismét felirhato
v jellegii tagok linearis kombinaciéjaként!. Ugyanakkor a kiilénbozé hullamkomponensek
eltérd sebességgel terjednek: a révidebb hullamhosszt komponensek gyorsabban. Més széval
természetes, fizikai eredet diszperziot figyelhetiink meg [6]. A jelenséget a 4.1. dbra szem-
lélteti, ahol lathatjuk, hogy a rovidebb hullaimhosszi komponensek gyorsabban elhagyjik

a forras helyét. Erdemes a 4.1. abrat dsszehasonlitani 2.5 abraval.

!Ezek nem egyeznek meg a lemez moédusaival, igy ez még nem modus szerinti sorfejtés! Gyakori, hogy
a modusokat épp az v’ jellegii tagok lineéris kombinacidjaként keresik numerikus moédszerekkel [26].
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4.3. Peremfeltételek

T6bb, matematikailag helyes peremfeltétel felirhat6, azonban fizikai szempontbdl harom,

specialis peremfeltételt szokas targyalni [6, 26, 42]:

e Szabad perem (free)
e Szabadon forgo perem, avagy csuklés tamasz (simply supported)

e Rogzitett (befogott) perem (clamped)

A tovabbiakban az angol elnevezéseket is hasznalni fogom.

Mindharom (és altalaban az Osszes, egyértelmi megoldast ado) peremfeltételre igaz, hogy
a peremen egyszerre két feltételnek kell teljesiilnie. A tovabbiakban csak olyan esetekkel
foglalkozunk, amikor a lemez szélén végig, egészében ugyanaz a peremfeltétel adott. Termeé-
szetesen (ahogy korabban is) a peremfeltételeket kombinéalhatjuk, azaz a perem egy része

lehet rogzitett, mig a tobbi példaul szabadon hagyva.

A szélein rogzitett (clamped) lemez
A szélein rogzitett lemez peremfeltételeinek kifejezése a legegyszeriibb. A transzverzalis

kitéreés értéke és annak normaélis iranya derivaltja nulla kell legyen [42], azaz

u = u _ 0 V(z,y) €T (4.19)

=a-=
A szélein szabadon forgé (simply supported) lemez

A peremfeltétel szemléletesen azt jelenti, hogy a lemez kitérése a szélén ugyan nulla, de
szabadon képes forogni. Szoktak a peremfeltételt csuklos tamasznak is nevezni. A szélein
csuklés lemez esetében a transzverzalis kitérés tovabbra is zérus. Emellett a normalis irdnya

forgatonyomaték M, = n - Mn értéke is zérus [42], azaz

u=0 V(z,y) €T (4.20a)
My =n-Mn = Myn? + Myn}, + 2Mgyngny =0 V(z,y) €T (4.20D)

A szélein szabadon rezgé (free) lemez

A szélein szabadon rezgd lemez peremfeltételei a leghonyolultabbak, és sokaig a fizikusok-
nak is komoly fejtorést okozott [15]. Szintézis szempontjabol azonban éppen erre lesz a
legnagyobb sziikségilink. A lemez a szélein szabadon rezeg, ha a kévetkezs feltételek telje-
stilnek [42]:

My, =0 V(z,y) e (4.21a)
M'ILS
Qn + 883 =0 V(z,y) el (4.21b)
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4.2. abra. A sarok-feltételek értelmezése. A tartomdny hatdrdnak kis részét a vastag vonal szemlélteti, a
pedig egy sarokpont.

ahol % a feliileti tangencialis iranyu derivaltat jeloli.

A fenti feltételek csak abban az esetben igazak, ha a lemez pereme  sima’, azaz nincse-
nek benne torések. Ez egy valdsdgos lemez esetében természetesen teljesiil is. Azonban a
végeselem modszer alkalmazdsa sordn a vizsgalt tartomany hatérat szakaszok kozelitik (a
haromszoghald miatt), igy azon torések keletkeznek, tehéat - a végeselem modell miatt -

kénytelenek vagyunk foglalkozni az ilyen konturokkal is.

Amennyiben a perem legalabb tartomanyonként sima, akkor térések vannak benne. A si-
ma tartomanyokra tovabbra is a (4.21) peremfeltételek igazak, azonban a toréspontokra
(sarkokra) mas feltételeket kell elgirnunk. Mar csak azért is, mert a normaélis iranya de-
rivalt nem értelmezhet§ ezen pontokban, hiszen a két oldali ,sima” peremszakasz eltérd

normalvektorral fut be a sarokpontba.

A sarokpontokra felirandé feltétel dltalanos alakjat nem taldltam meg az irodalomban, de
a |15] irodalomban bemutatott modszerrel levezethets. Tekintsiik az 4.2 4brat, ahol a pont

a sarokpont. Ekkor a szabad rezgés peremfeltétele a sarkokra

M

ns - M?Q?s) =0, (422)

a

a

ahol M,%) ill. Mg) az nj ill. ny normélvektorokkal értelmezett M, s érték. Lasd (4.8).

4.4. Gyenge alak és energiamérleg

Az el676 fejezetben lathattuk, hogy a végeselem modszer alkalmazésa soran érdemes az un.
gyvenge alakot megoldani, mely egyszerre fejezi ki a pontos és a minimalis hibaju megoldast.
Azt is lattuk, hogy a rendszer energiamérlege és a gyenge alakja kozott szoros Osszefiig-
gés van. Ebben az alfejezetben el@szor levezetem a gyenge alakot, majd abbdl felirom az
energiamérleget. Az energiamérleg segitségével belathato, hogy az el6z6 alfejezetben meg-
adott peremfeltételekkel a tartomény pereme veszteségmentes - és igy a peremértékfeladat

egyértelmtien megoldhaté.
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A lemez analizise soran legtobbszor a (4.14) alakot hasznaljak - és a dolgozat sordn én
is igy fogok tenni, - azonban a gyenge alak felirdsahoz azonban érdemes a (4.13) alakbol
kiindulni. A levezetést [35] alapjan, annal kissé részletesebben mutatom be. Szorozzuk meg

az egyenlet residuumat egy v teszteléfliggvénnyel, és integraljuk a vizsgalt tartomanyon.

/(82Mm 9> M, 282Mxy d*u
Q

U Y pda = 42
a2 Vo " ¥aray Poe )“ 0 (4.23)

Az egyenlet tagjait parcialisan integraljuk a (2.9) és (2.10) azonossagok t6bbszori alkalma-
zasaval. Az els6 tagot kétszer egyméas utéan x szerint:

0> M,
0 81'2

oM, ov 9%
Q= sdl — ¢ My—n,dl’ M,— dQ) 4.24
vd jé 5 " d ?{1 " d +/Q Bach (4.24)

A (4.23) egyenlet masodik tagjat kétszer egymds utan y szerint:

0*M, oM, ov O*v
 0r2 de—jg 3y vnyalF—7€My8ynydf—|—/QMyay2 dQ (4.25)

A (4.23) egyenlet harmadik tagjat két részre bontjuk. Egyiket el6szor x szerint majd utana

y szerint parcialisan integraljuk:

9*M, y oM, ov 0%
odQ = Yoongdl — ¢ My, —mn, dl’ My, ——— dS2 4.2
qQ 0x0y v fi y un j{ﬂ y@xny +/Q Y ox0y (4.26)

A (4.23) egyenlet harmadik tagjanak méasodik felét elGszor y szerint majd z szerint parci-

alisan integraljuk:

O%M y oM. ov 0%v
v dQ) = il dl' — ¢ My,—n, dl M,y ——— d) 4.97
q 0zdy v é ox Uy é y@yn * /Q y@xay ( )

A negyedik és 6t6dik tagot nem sziikséges parcidlisan integralni. A parcidlis integraldsok

eredményeit 6sszeadva megkapjuk a linearis lemez egyenletének gyenge alakjat:

 Ktin (11, 0) — B (1, 0) + F(v) = — M(u, v), (4.28)

K

ahol a Ky (u,v), Biin(u,v), M(u,v) operatorok tetszéleges u,v fiiggvényekre az aldbbi
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modon definialtak [35, 15]:

0%u0?v  0%u d%*v %u 0%
, = [ AulAv—(1-— — e —2—— | dQ 4.29
IClzn(ua U) /Q uav ( V) o2 ay2 + ayZ ox2 a$8y 83:83/ ( a)
0%u

— [ Z=20dO 4.2
M(u,v) o vd (4.29b)
F(v) = / Jeacv dS) (4.29¢)

Q
Bin (u,v) = —j{v Kaé\@ + 8?”) ng + (ag@y + 8;@) ny:| dl'+

r o y v 4 (4.29d)

9 0
f; I:aZ(MJ:nm + sz”y) + %(sznx + Myny):| dr

A peremmenti integralok tovabb egyszertisithet6k, ha a peremen attériink Descartes koor-
dindtarendszerbdl a perem pontjain lokédlisan értelmezett normalis-tangencialis koordina-

tarendszerbe, azaz:

of of  of of of  ~ Of
9r  Ton s oy "5 iy on ( )
Ezzel a peremmenti integralok a kovetkezs formara egyszertisodnek [35]:
Biin = — f vQy dT’ +7§ @Mnn + @Mns dl’ (4.31)
r r \on s

A szabad peremfeltételek érvényesitése érdekében érdemes a (4.31) peremmenti integralt
még atalakitani. Ha alkalmazzuk az (2.11) azonossédgot a masodik peremmenti integral
mésodik tagjara, akkor megjelennek a szabadon rezgd lemez peremfeltételei. Amennyiben
a perem végig sima, akkor a (2.11) egyenlet bal oldalan csak az integralis tag marad. Ezzel

a peremmenti integréalok:

OM,,s ov
- n T —M,,, dT 4.32
Biin év(@ + s )d +£8n d (4.32)

Ha perem csak szakaszonként sima (mint ahogy a végeselem-halé esetében) a (2.11) azo-
nossagot szakaszonként alkalmazzuk. Ekkor a (2.11) egyenlet bal oldalan a ,kollokécios”

tagok (végpontokban vett értékek) is megmaradnak.

aMns
0s

%lin = - % U(Qn + ) dI’ + % @Mnn dl’ + [UMns]s (433)
r T on

ahol [vM,4]s a kollokacios tagok Osszességét jeldli.

Lathatjuk természetesen, hogy mindkét esetben megjelennek a szabadon rezgs lemez pe-

remfeltételei, igy azok érvényesitése esetén a peremmenti integralok elttinnek.
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Gyenge alakot természetesen levezethetiink a (4.14) egyenletbdl is, az eredmény formailag
més lesz?, de atalakithato a (4.28) alakra.

Energiamérleg

A gyenge alak és az energiameérleg kizott szoros kapcesolat van linearis differencial-egyenletek
esetében. Egyszertien a (4.28) egyenletben v = %—? helyettesitéssel és a (2.15) ill. (2.12) at-
alakitasok t6bbszori alkalmazasaval megkapjuk a linearis lemez energiamérlegét [15], amely

az alabbi formaba alakithato at:

Oka(u) + 6Wstrain(u)

ot ot + Prin(t) = Pexc(u) (4.34)
ahol
1 2 0%*u 0?u 02u \°
W~()—1/ LA (4.35b)
kinU) = 22 0 ot .
ou OM,,s 0 Ou ou
Prin(u) = — d E(Qn +— )dT + 7? 5% 9y Mon AT + [EMHS]S (4.35¢)
Pea:c(“) = %fexc ds) (435(1)
o Ot

A Wi, (ahogy a membran esetében is) a rezgésben tarolt mozgasi energiaval ardnyos.
A Wetrain az irodalomban gyakran deformécios energia (strain energy) néven fedezhetd
mennyiséggel ardnyos. Némi dtrendezéssel - tovabba (3 | Aul|?) hozzéadasaval és kivona-

saval - a deformécios energia atalakithato [6], melybdl azonnal latszik a nemnegativitasa

)] (436)

is (ismerve, hogy 0 < v < 1).

2
9%u

0xdy

o
Oy?

o
0z?

2
1
Wstrain: 5 [VHAUHQ_'_(l_V) (H H

v2

4.5. Csillapitas

A fizikai pontossiag érdekében lemeznél is figyelembe kell venni csillapitasi tényezdket, hi-

szen az eddig felirt sémak (ahogy az energiamérleghdl is lathato) veszteségmentesek®.

A lineéris lemezt két veszteséges taggal egészithetjiik ki [6] az alabbi médon:

1 0%u ou 0
L0 Nt 202 20, D (4.37)

2A peremmenti tagokban nem jelennének meg a szabadon rezgs lemez peremfeltételei.
8Ez mindharom, targyalt peremfeltétel esetén teljesiil, hiszen ekkor Py, = 0.
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ahol og és o1 a csillapitasmodell tulajdonsigait befolyasolé paraméterek. A o( tag az
un. frekvenciafiiggetlen csillapitas, melyet mar a membranndl is megismerhettiink. Ez egy
id6ben exponencialisan lecsengs, csillapité burkolot biztosit minden térbeli pontban?. A
méasodik tag Gn. frekvenciafiiggs csillapitas, melynek részletes analizisét Bilbao konyvében
[6] olvashatjuk.

Az energiamérleget ismét megkaphatjuk az eddig megismert modszerek alkalmazasaval.

Az energiamérleg a o1 veszteségi tag parcialis integralasat kovetSen

0 Ws rain 4% in
( : 8t+ b ) = _Ploss + Bloss + Pexc - Plin (438)
ahol az 4j tagok
ou ||? o |?
Pioss = 200 a + 201 aVu (439)
Oou 0 du
ves = 201 LI g 4.4
B LT ot ot on (4.40)

Mivel Pjoss egyértelmten pozitiv, a rendszer energidja folyamatosan csékken.

Ahhoz, hogy a perem veszteségmentes (és igy a peremértékfeladat egyértelmiien megoldha-
t6) legyen, a Bj,ss peremmenti integrélnak is el kell tiinnie. Simply supported és clamped
peremfeltételek esetében ez teljesiil, mert u =0 = % = 0. Szabad peremfeltételek esetén
azonban nem, igy ki azt kell egésziteni. Az irodalomban is fellelhet§ modositéis a kévetkezd
[42]:

ou
OMps
Qn + 55—V (4.41b)

Ezzel a valasztassal a peremmenti integral elttinik és a perem veszteségmentes lesz.

4.6. Diszkretizacio

A végeselem modellezés kovetkezs 1épése a (4.28) gyenge alak diszkretizacioja. Keressiik a

megoldast ismét bazisfiiggvények linearis kombinaciéjaként

N
Uh(l‘,y,t) - Zui(t)wi(way)v (442)
=1

illetve a tesztelsfiiggvény legyen tetszéleges ugyanebben a bazisban.

N
Uh(‘rvy) = Zijj(I7y)' (443)
j=1

‘Bzt a szorzatszeparacio modszerével konnyedén belathatjuk.
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A diszkretizalt gyenge alak igy felirhaté a 75. oldalon definidlt operatorok segitségével

egyszerten:
—Kiin (un, vh) — Biin (un, vi) + F(vp) = M(up, vg), (4.44)

amely az el6z6 fejezet példaja alapjan linearis egyenletrendszerre vezet:

~Ku+f= ;MG;;‘, (4.45)
ahol
K = [K(w;, wj)]ij (4.46a)
M = [ / wiw; dQ] (4.46b)
Q i
f = [F(w))l;, (4:46c)

ahol w; ismét a bazisfiiggvényeket jeldli.

4.6.1. Konvergens bazisfiiggvény-rendszerek

A bazisfiiggvények megvilasztasa hasonléan torténik, mint 3.4 alfejezetben, ahol a hullam-
egyenlet végeselem-diszkretizéciojat mutattam be. Azonban a lemez egyenletének negyed-
rendd volta miatt az egyszerd, linearis bazisfliggvények méar nem elegend6ek. A gyenge
alakban mér masodrendii derivaltak szerepelnek, és a megoldasfiiggvényt (elsé kozelités-
ben) a Hy Sobolev térben keressiik. A linearis bazisfiiggvények ezen feltételeknek nem
felelnek meg: az elemek hatdran mar nem értelmezett a fliggvények masodik derivaltja
(gyenge értelemben sem®). Tovabba az elemek felett végig nulla értékiiek. Ezért mar nem

elegendd csupan az, hogy a bézisfiiggvények értéke folytonos az elemek hatéran.

Sziikséges immaron, hogy a bazisfiiggvények els§ derivaltjai is folytonosak legyenek az
elemek kozott, ugyanis ekkor gyenge értelemben értelmezheté a masodik derivalt. Az un.
C! folytonossagt elemek ezt a feltételt teljesitik. Belathato, hogy ha a C' folytonossagu
elemekkel diszkretizaljuk a (4.28) gyenge alakot, akkor a megold4s optimalis (lasd [22] és
3.5.). Szamtalan C' folytonos elem alkalmazhaté [32], ezek koziil egyet, az Gn. Argyris

elemet mutatom be.

Fontos megjegyezni, hogy bizonyos, nem-C! folytonos elemek felhasznalasaval is sziilethet
konvergens megoldés [35]. Ekkor sem a bazisfiiggvények, sem a végsé megoldas nem részei
Hjy Sobolev térnek, de részei Lo-nek igy annak norméjaval megmutathatd a konvergencia;
ez a bizonyitas azonban mar nem olyan egyszerti [8]. A folytonosségi feltétel sériilése ellenére
az elemenkénti integralok kifejtheték, és a globéalis egyenletrendszer asszemblalhato. Erre

a Morley elemet hozom fel példaként.

S A linearis bazisfiiggvény masodik derivaltja egy Dirac-delta lenne a kalap csicsaban”, mely nem része
Ly-nek. Szemléletes bizonyitas: [ §(z — z0)d(x — x0) = d(xo — w0) — 00
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X1 X2

4.3. abra. A Hermite elemfiigguények.

A C! folytonossag teljesitéséhez az elemek szabadsagi fokai kozé fel kell venniink a fiiggvény

derivaltjait. BevezetSként elGszor tekintsiink egy egydimenzids példat, a Hermite elemet.

Az egydimenzioés Hermite elem

Kanyarodjuk vissza az egydimenzios végeselem modszer vilagaba, ahol a vizsgalt tartomény
egy intervallum, az elemek pedig kisebb intervallumok ezen beliil. Az egydimenziés Hermite
elem egy olyan intervallum, melyen négy szabadsagi fokot irunk el6. Az elem hatarpontjain
szabadsagi fokként irjuk el a fiiggvény értékét és annak els derivaltjait. llyen fiiggvényeket

harmadfokt polinom formajaban kereshetiink:
N; = co + 1z + cox® + e323 (4.47)

Az anégy polinom, mely a szabadsagi fokokra vonatkozo két kritériumot (lasd 3.4.) teljesiti,

az alabbi matrixegyenlettel formalizalhato:

1 = l’% a:i{’ co Cp Cp Cp 1 0 0 O
1 z9 x% 3:;’2 c2 c Ca C2| _ 01 00 (4.48)
0 1 2z 3x7| |c3 c3 c3 c3 0 010
0 1 2x 323| |ca ca ca ca 0001

ahol x1 z9 az elem hatarpontjai. Ismét az egyiitthatémétrix inverzének oszlopai tartal-
mazzak a négy polinom egyiitthatéit. A polinomok felirasa helyett abrazoltam ket a 4.3.
abran. Jol lathato, hogy a van két elemfiiggvény, melyek értéke 1 az elem adott node-jan,
de derivaltja 0. Es vica versa, van két elemfiiggvény, melyek értéke 0, de derivaltjuk 1 az

elem egyik node-jan.

A Hermite elem egydimenziéban teljes értékti C* folytonos elem. Persze ez akkor teljesiil,
ha szomszédos elemek hatérain ugyanazon szabadsigi fokokat el6ird elemfiiggvényeket

bézisfiiggvénnyé rendeljiik Gssze.
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Argyris elem

Az Argyris elem egy olyan haromszidgelem, melynek az alabbi 21 szabadsagi foka van:

A fiiggvény értéke a haromszog cstucsain (3 db)

A figgvény elss derivaltjainak értéke a haromszog csicsain (6 db)

A fiiggvény mésodik derivaltjainak értéke a haromszog csucsain (9 db)

A fiiggvény normalis irdnya derivaltjanak értéke a haromszog éleinek felezépontjaban
(3 db)

A kétdimenzios, 6todfokt polinomoknak épp 21 egyiitthatoja van, igy az Argyris elem
egyértelmiien megvalosithatd veliik. Az egyenletrendszer felirdsa ugyanigy toérténik, mint

az el6z6, egydimenzids példdban, azonban terjedelmi okok miatt nem vetem papirra.

N g

|

4.4. abra. Az Argyris elem jellegzetes dbrdzoldsa. A tomdétt pontok fiigguény értéket, mint szabadsdgi fokot
jelolnek, az elsd korék az elsd derivdltakat, a mdsodik korék a mdsodik derivdltakat, a nyilak
pedig a normdalis irdnyd derivdltakat o felezépontokban.

Az Argyris elem kivalé konvergenciaval rendelkezé C! folytonossagu elem, [11, 22]. Hatra-
nya, hogy bonyolult és nagyon sok szabadségi foka van, mely a végeselem hélé bévitésével

a szamitasi igény ugrasszerd névekedéséhez vezet.

Morley elem
Az Argyris-nél egyszeriibb, de nem C' folytonossagu elem a Morley elem. Hat szabadsagi
fokkal rendelkezik, melyek a fliggvény értékei a haromszog csicsaiban, illetve a normaélis

irdnyu derivaltjai a haromszog éleinek felezGpontjiban.

Ez az elem még a haromszégek hatarpontjaiban sem C! folytonos. Ennek ellenére konver-

gens megoldast ad a linearis lemez probléméjara 8, 22].
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4.5. Abra. Az Morley elem jellegzetes reprezentdldsa. A témétt pontok fiigguény értéket, mint szabadsdgi
fokot jelolnek, a nyilak pedig a normdlis irdnyd derivdltakat a felezépontokban.

4.6.2. Asszemblalas

Az asszemblélas alapvetGen a 3.7. fejezetben bemutatott modon torténik. Ehhez azonban
két problémét fel kell oldanunk.

A lokalis és globalis formafiiggvények kapcsolata

A 3.7 fejezetben az asszemblélas folyamata azon alapult, hogy az integraldsokat elemenként,
transzforméciéval végezziik el. Kihasznaltuk, hogy N = NoF, azaz a referenciaelemen,
ugyanazon szabadsagi fokokkal el6irt formafiiggvények megegyeznek a globalis elemfiigg-
vények transzformaltjaival. Ahogy korabban is mar ravilagitottam, ez nincs mindig igy -

és a C'! folytonos elemek esetében sincs.

Ha derivaltak is szerepelnek a szabadsagi fokok kozott, akkor a referenciatartomanyban
levs x ill. y szerinti derivalt a transzformacié utdn nem x ill. y szerinti derivalt lesz, ha-
nem valamilyen irdnymenti derivalt - és persze vica versa. Ekkor két szomszédos elem nem
ugyanazokat a szabadsigi fokokat irja el6 a node-okban: eltérd iranyd derivaltakat irnak
els. Igy a két fiiggvény nem vonhato Gssze egy fiiggvénnyé - vagy ha meg is tessziik, a foly-
tonossagi feltétel biztosan nem teljesiil. Kirby [21] altalanos megoldést adott a probléméra.

A lokélis és globdlis fliggvények kdzott egy méatrix teremt kapcsolatot, azaz
N=C(NoF1), (4.49)
avagy mésképpen
NoF =CN, (4.50)

ahol F ismét (3.53) transzforméci6. Természetesen a C transzformacios matrix értéke min-

den elem esetében mas. A C méatrix analitikusan felirhato bizonyos esetekben (az Argyris és
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4.6. dbra. A transzformdcid hatdsdra a deriwdltak ,elfordulnak” Az dbra [21] irodalombdl szdrmazik.

a Morley elem esetében is), itt azonban nem részletezem. Az Argyris elem transzformécios

matrixa megtalalhato [11, 21] irodalmakban, a Morley elemé pedig a [21] irodalomban.

A transzformacios matrix értéke meghatarozhaté numerikusan is a (4.49) egyenlet megol-
dasaval. Ehhez azonban meg kell hatarozni az egyenlet jobb oldalan 1évé, globalis elem-

fiiggvényeket is, melyek ismeretére korabban nem volt sziikség (és ezt ki is hasznaltuk).

Jeldlje X a kétdimenzids polinom z,y tényezdinek oszlopvektorat a globélis tartomanyban

azaz

< &8 =

X=1, (4.51)

e R
o

Ugyanigy jeldlje a lokélis tényez6k oszlopvektorat X, azaz

K =

<<

(4.52)

&

Il

L S
RN

Jelslje E; a C(N o F~1) polinom egyiitthatométrixat, ahol minden sor egy lokalis forma-
fiiggvény polinomjanak egyiitthatoit jeloli. Jelolje ugyanigy E, a globalis elemfiiggvények

egyiitthatomatrixat.
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Ekkor a (4.49) egyenlet
E,X = CE.X (4.53)

Az egyenletnek természetesen V x,y,Z,y-ra teljesiilnie kell. Mivel X és X is ugyanazokat
a polinomtényezdket tartalmazzak (csak mas tartomanyban értelmezve), ezért teljesiilnie
kell a

E, = CE; (4.54)
egyenletnek. Ebbél a transzformaciés métrix:
C=[EE; '™ (4.55)

Eszrevehetjiik, hogy a zaréjelben a globalis egyiitthatématrix inverze szerepel. Kézenfekve,
hogy a globdlis egyiitthatomatrixnak csak az inverze kell (példaul (4.48) egyenlet métrixa-

nak transzponéltja), ezaltal haromszogenként minddsszesen egy inverziot kell végrehajtani.

Az E; egyiitthatomatrix meghatarozasihoz végre kell hajtani az F~! transzformacioval
adott fliggvénykompoziciét. Ennek hatékony implementalashoz segitségiil hivhaték a szim-

bolikus szamitasok.

Ez a modszer egy teljesen altalanos megoldas a transzforméciés matrix meghatarozasara,
cserébe minden elemre tovabbi szamitasok és egy matrixinverzié végrehajtasat igényli, mely

megnoveli az asszemblalds szamitasi igényét.

A derivaltak transzformalasa
Az elemenkénti merevségi matrix meghatarozasahoz ismét sziikség van a derivaltak transz-

formécidjara, melyhez ismét a lancszabélyt alkalmazzuk. A méasodik derivaltak transzfor-

P f(z) 0% f(2,9)
Oz 042

Pflzy) | _ 92 f(2,9)
oy | — © | a0y (4.56)

P f(z.y) 9*f(&.9)
oy? 892

ahol
(3252) 2 2@@ (@) 2
Oz? Oz Oz 9z2
_ | sz0x 0209 | 0809 090y
©=| 5yo: oyortaroy oxoy (4.57)

0:\* 9000 o7)”
Jy 0y 9y Jy

Eszrevehetjiik, hogy a ® matrix a Jakobi matrix inverzének elemivel elgallithato. Ha B =
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J~1 akkor

B%, 2B11 B2 B2,
® = |B12B11 Bi2Bo1 + B11B B2 B (4.58)
B3, 2B25 B2 B3,

Ezzel a globdlis derivaltak transzformélhatok a lokdlis tartoményba, és az elemenkénti
merevségi matrix is kifejthetd. Az elemenkénti merevségi matrix meghatarozasara a 4.8.

fejezetben egy hatékony algoritmust mutatok be.

4.7. A peremfeltételek érvényesitése

Emlékezziink vissza, hogy (4.28) gyenge alak peremmenti integraljait kétféleképpen irtuk
fel.

%lm = - % in dI’ + % (aann + 8v]\4ns> dl’ =
T T 871 68

(4.59)

oM, v
A peremfeltételek érvényesitésére alkalmazhatjuk a 3.6. fejezetben bemutatott modszere-
ket. Ha a peremfeltételt Neumann tipusiura vezetjiik vissza, akkor a megoldandd métrix-
egyenlet kiegésziil egy peremmenti taggal:

1. 0%u

Szabad peremfeltételek érvényesitése

Joéllehet a szélein szabadon rezgs lemez peremfeltételei a legbonyolultabbak, érvényesitésiik
a legegyszertibb, hiszen minden peremmenti tag elttinik. Emiatt tekinthetiink a szabad
peremfeltételekre tigy, mint a lemez Neumann tipusi peremfeltételére.

B3 -0 B=o0 (4.61)

lin

Simply supported peremfeltételek
Ebben az esetben a (4.59) alsé sorat érdemes nézni, melynek masodik tagja a perem-
feltételek értelmében nulla. A fennmaradé, u = 0 peremfeltételt kézenfekvs a Neumann

peremfeltételre visszavezetni, azaz érvényesitsiik a

OMps

51(Qn + 88

)—u=20 (4.62)
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peremfeltételt. Ezen megfontolasokkal a peremmenti integralok®

SS 1 SS
B (u,v) = - f wodl B =B (w;,w;)]; (4.63)
1Jr

Clamped peremfeltételek
Ebben az esetben is kézenfekvs a visszavezetni Neumann peremfeltételre. Ervényesitsiik az

alabbi peremfeltételeket:

8M7LS

e1(@Qn + s )—u=20 (4.64)
ou
o )+ n 0 (4.65)
Ezzel a peremmenti tagok
(c) _ 1 dl 1 [oudv dr B = 8 (w: w)is 4
B, (u,v) - j(lguv + ) A m (B, (Wi, w;)li (4.66)

Erdemes megfigyelni (v = % helyettesitéssel), hogy csak ebben az esetben kapunk a pere-

mén veszteségmentes rendszert, és kapunk helyes peremfeltételt.

Lagrange Multiplikator
A Lagrange Multiplikdtor természetesen a lineéris lemez esetében is alkalmazhato (lasd
3.6). A peremfeltételt érvényesité matrixokat a fent definialt B matrixokbol megkaphatjuk,

ha az € paraméterek mellett az azonosan nulla sorokat is elhagyjuk.

Tapasztalataim alapjan a Lagrange multiplikdtor médszere modalis megoldéas keresésé-
re nem alkalmas, ugyanakkor ennek okira nem jéttem ra. Az idStartoményi szimuléciok
esetében azonban kivaléan, a fenti mdodszereknél sokkal jobb eredménnyel alkalmazhato -

ennek ara persze az ismeretlenek szaméanak névekedése.

4.8. Implementacié

Az linearis lemez végeselem modelljét MATLAB kérnyezetben implementaltam négyzet
és a kor alaku geometridkra. Ez utébbi a cintanyér modellezése szempontjabol fontos. A
hélogeneralashoz a MATLAB PDE Toolbox nevii beépitett add-on-t hasznéltam. A prog-
rambol a halé paraméterei (x,y koordinaték, haromszogek, peremelemek) kiexportalhatok

és felhasznalhatok.

A tartomanyi integralok kiértékelése
A tartoményi integralok kiértékeléséhez az asszemblalas (lasd 3.7. ) modszerét hasznalhat-

juk. Ehhez az elemenkénti matrixok kiértékelése sziikséges.

®Megjegyzem, hogy a (4.59) egyenletben szerepls kollokacios tagokat elhagytam. Az elhanyagolas elle-
nére j6 eredményeket kaptam.
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Az elemenkénti tomegmétrix kénnyedén, kompakt formaban felirhatd, mert nem tartalmaz

derivalast.

M, = |det(J)| C (/ NNTdQ,,> cT (4.67)
Qr

ahol N ismét a referencia elem felett értelmezett formafiiggvények oszlopvektora. Az integ-
ral a referenciatartomany felett értelmezett, tehat elére kiértékelhets, és az asszemblélas
minden iteraciojaban felhasznalhatd. A transzformacios matrix és a Jakobi determinans
minden haromszdgre mas, ezért az elemenkénti matrix asszemblalasa el6tt a szorzasokat el

kell végezni.

Az elemenkénti merevségi méatrix
K. = C[K(N;, N;)];;CT. (4.68)

ahol N; ismét a globalis haromszog elem feletti elemfiiggvényeket jelolik. Ha visszate-

[15]:

K(u,v) (4.69)

Y R T T
022022 Oy? Oy? oy? 0x2  0x2 Oy? Ox0y 0x0y

A K(N;, Nj) diszkretizalasat kovetSen az elemenkénti merevségi matrix négy matrix linearis

kombinaci6jaként allithato els.

K. = |det(J)| C(K; + Ko +v(Ks+Ki)+2(1 —v)K4) CT (4.70)
ahol
2 ANEA 2 ANEA
K1: aljaN; dQe K2: aljaNQ- e
o, 0r* Ox Q. Oy* Oy
0°N 9°NT 0°N 9°NT

K3 == dQe K4 =

o, 0r2 0y? . 0xdy 0zdy — °

Ezek még mindig globalis tartoméanyi elemeken vett integralok, de a membrannél bemuta-
tott modszer (lasd asd 3.10.) kiterjesztésével ismét lokalis tartomanyban kifejthetd matri-

xok linearis kombinaciéjat kapjuk.

Peéldaként bemutatom K kiértékelését. A derivaltak transzformalaséhoz a (4.56) egyenlet
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© matrixanak elsG sorara van sziikség, melyet jeloljon @17 . Ezzel K, ij. eleme:

82]\71' 82Nj
032 022
L T | 92N, T | 82N, _
[Kl]lj —/Q 0, 82”:8@}; 0, 85081]) dQ, = (4.71)
aQNi 82]\7]-
092 072
9*N;
02
/QT [3@2 ozay 07 | XL |0z0y r (4.72)
T 2Nj
092

A matrixszorzasokat elvégezve az alabbi terjedelmes, de praktikusan hasznalhato kifejezést

kapjuk Kj-re.

Ki = T11Kxgsz 2z
+ To1 (Ksz gy + Kig zg)
+ T51(Ksz gy + K;Efc,yy)

(4.73)
+ T2oKzz 29
+ Tso(Kzy 59 + Kay 59)
+ T33Kyy .55
ahol
1 rl—g 82N 82NT
Kog.5 = 2 dadi 4.74
g0 /0 /0 0adp 005 (4.74)

Ezen métrixok mar a referenciatartomanyban kifejtett integralok eredményei, igy elére
kiszamolhatok, és az asszemblalas sorédn felhasznalhatok. Természetesen a tobbi méatrix
(Ko, K3, Ky) is ugyanezzel a modszerrel, hasonlé formaban irhaté fel. Ekkor a ® matrix
tobbi sorat kell felhasznélni.

A peremmenti integralok kiértékelése
Peremmenti integralok kiértékelésére clamped és simply supported peremfeltételek eseté-
ben van sziikség. A tartomany pereme ismét szakaszokkal (peremelemekkel) kozelithetd, és

az integrélok peremelemenkénti kifejtése lehetséges.

Ismét kihasznalhato, hogy a szakaszon vett integral paraméterezése az F transzformacid
és az § = 0 helyettesités egymas utani alkalmazésa. Ezzel simply supported peremfeltétel

elemenkénti B, matrixa

87



1 LA
B = —C / NNT‘ di L,CT (4.75)
€1 0 g=0

ahol L, a szakasz hossza és C a korabban bevezetett transzforméciés méatrix.

A clamped peremfeltételhez a lancszabdly alkalmazisa sziikséges, azaz

Vayf =3 TVs; . (4.76)
Ha B = J~!, akkor
Oudv  udv 5 o  Oudv
mon %%ntn =+ %@BQIBIanny (4.77)
Ou Qv oudv o o
+ @%3213127%% + @%322% (4.78)

Ezzel a clamped peremfeltételt érvényesit§ elemenkénti matrix

1
B = B{* + L,—C [BuuniBi) + (Byy + BJ,) Bat Bianany, + By, Bayny] €T (4.79)

€2
ahol
1 a7 ANy T
ON ON
B, = — dz 4.
9% 0% | T (4.80a)
4=0
1 ARy AT
ON ON
B., = dz 4.80b
v= ), 9% oy v (4.80b)
=0
1 a7 AT
ON ON
B,, = —_— dz 4.80
yy 0 ay 85’ . €z ( C)
y:

A fenti matrixok mar kizarolag a referenciatartomanyban vannak, igy elére kiértékelhetdk.

Az g1 = 9 = 0 hatarérték
A Neumann peremfeltételre vald visszavezetés esetében az 1 ill. g9 valtozok nulla érteé-
ke esetén pontosan érvényesiilnének a peremfeltételek. Ekkor azonban egy végtelen nagy

értékeket tartalmazé matrixot adnank hozza a K-hoz.

Nézziik meg mi torténik valojadban amikor a K + B miveletet végrehajtjuk. A K matrix
énmagaban a szabad peremfeltételek érvényesitését irja el6. A B elemei nagységrendekkel
nagyobbak, mint a K-ban azonos helyen 1év§ értékek. Tehat B hozzaadaséaval feliilirjuk a

szabad peremfeltételek érvényesitését.

Ehhez persze az is sziikséges, hogy M matrixban ugyanezek az elemek szintén elhanyagol-

hatéan kicsik legyenek a B hozzdadott elemeihez képest.

A hatarérték teljesitéséhez tehat a B matrix nem-nulla sorait beirjuk K azonos sora he-

lyére, mikézben az adott sort M-ben kinullazzuk. Eszrevehetjiik, hogy ez nem més, mint
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a silyozo egylitthatok elGirasanak modszere! A stulyoz6 egyiitthatokra vonatkozo feltétele-
ket gyengén, a fruvdl = 0 és a § 349V dI' = 0 egyenletek felirasaval talaljuk meg. A v
tetszblegességébdl ismét kovetkezik, hogy ezek minimalis hibaval érvényesitik a peremfel-
tételeket.

Fontos, hogy ez kizarbdlag a clamped peremfeltételek esetén miikddik. A simply support-
ed esetében az M, érvényesitése benne van a K matrixban, ezt egésziti ki a B matrix
hozzadadésa. Ha az M, érvényesitését is megsziintetjiik, akkor nem kapunk egyértelmiien
megoldhaté feladatot. Elképzelhets, hogy a simply supported esetre is van hasonlé megol-

das, de a dolgozat elkésziiltének id&pontjaig erre nem jottem ra.

4.9. Eredmények

Két geometridra végeztem frekvencia-, és idGtartoményi szimulaciokat: a négyzet alaku és
kor alaka lemezekre. Ez utébbi kiindulési alapja a cintanyér szintézisének. Az eredmények
ellenérzésének modja a sajatfrekvenciak dsszehasonlitésa. Leissa [26] minden vizsgalt esetre
tartalmazza a helyes sajatfrekvencidkat, igy minden esetben ezt tekintettem referencianak.

A modalis megoldas soran a

AU = (E)ZU (4.81)

K

egyenlet nemtrivialis megoldésait keressiik.

4.9.1. A négyzet alaki lemez

A négyzet alaka lemez kiilonos figyelmet kapott az irodalomban [26]. A haromfajta pe-
remfeltétel tetszdlegesen permutalhaté a négy oldalon ezzel Gsszesen 21 kiillonbozd eset

vizsgalhato. Ezek nagy részét Leissa [26] részletesen analizélta.

Ebben a dolgozatban a négy oldalon simply supported, illetve szabadon rezgs lemez esetét

mutatom be.

A legegyszertibb, analitikusan is konnyedén megoldhato eset a simply supported. A (4.20)
9%u

peremfeltételek a specialis elrendezésben a u = §-3 = 0 -ra egyszertisddnek a fiigg6leges
oldalakon, illetve u = ‘3273 = 0 -ra a vizszintes oldalakon. Az analitikus megoldas |26|
U= Asin " sin (4.82)
a a

ahol a a négyzet alakt lemez oldalanak hossza, m,n egész szamok. A sajatfrekvenciak pedig

mm 2 nm\ 2
W [(CJ +(7) ] (483)
A végeselem implementacié soran a (4.63) modszert alkalmaztam a peremfeltételek érvé-

nyesitésére. A sajatfrekvencidkat a MATLAB eigs fiiggvényével hatdroztam meg. Az €1
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Hiba [%)] Hiba [%)]
(Morley) (Argyris)
19.7392 | 19.6600 0.4013 19.7392 | 1.18E-05
49.3480 | 48.8790 0.9504 49.3480 | 1.01E-05
78.9568 | 77.5863 1.7358 78.9568 1.93E-05
98.6960 | 96.8100 1.9110 98.6960 1.12E-05
128.3049 | 125.3050 2.3381 128.3048 | 1.42E-05
177.6529 | 172.1690 3.0869 177.6528 | 4.46E-05
167.7833 | 162.4300 3.1906 167.7833 | 6.45E-06
197.3921 | 190.1300 3.6790 197.3920 | 2.01E-05

wa?/k | Morley Argyris

=
=

s Qo | W DN N =
DO QI[N =

4.2. tablazat. A simply supported peremfeltételek Morley, illetve Argyris elemek esetében. A négyzet
alaki lemez oldaldnak hossza a. A referenciaadatok [26] irodalombdl szdrmaznak.

paraméter megadésara a kdvetkezd, ad-hoc szabély megfelelének bizonyult. Ha biztositjuk,
hogy a B matrix normaja sokkal (2-3 nagysagrenddel) nagyobb, mint K norméja, akkor a
peremfeltételek jol érvényesiilnek. Tl magasra nem érdemes allitani € értékét, mert ak-
kor a keletkezs (K + B) matrix rosszul kondicionélt lesz. Az eredményeket a 4.2. tablazat
foglalja Ossze. Feltiintettem a Morley és az Argyris elemek eredményeit ugyanazon halé

felhasznalasaval.

Lathatjuk, hogy az Argyris elemek kifejezetten pontos eredményt adnak. Ennek 4ra pedig a
megnovekedett szamitéasi igény (az Argyris elemnek kozel 3x annyi szabadsagi foka van). A
Morley elem viszont annak ellenére ad jo6 megoldast, hogy nem teljesiti a C' folytonossagi
feltételt.

Szabad peremfeltételek esetén egyszeriien B(u,v) = 0 teljesiil, és az altalanositott perem-
értékfeladat a

Kc = (%)2 Mc (4.84)

egyszerii format 6lti. Az eredményeket a 4.3. tablazat foglalja 6ssze.

Erdemes megfigyelni, hogy a paraméterek v értékétsl fiiggenek. Lathatjuk, hogy ebben
az esetben nincs szamottevs kiilénbség a Morley és az Argyris elem sajatfrekvencianak
pontossaga kozott. Ez részben betudhat6é annak, hogy az irodalmi adatok sem feltétleniil

pontosak, mert ott is numerikus modszert alkalmaztak. A kapott sajatfrekvencidk azonban

w?a'/k? | Morley | Hiba (Morley) [%] | Argyris | Hiba (Argyris) [%]
12.43 12.437 0.0562 12.4540 0.1929
26.4 25.87 2.0075 25.9700 1.6288
35.73 35.44 0.8116 35.6347 0.2666
80.8 80.36 0.5507 80.8957 0.1184
237.1 231.56 2.3365 235.3539 0.7365
266 262.31 1.3883 269.3284 1.2513
316.1 315.52 0.1834 320.6849 1.4505

4.3. tablazat. A szélein szabadon rezgd négyzet alaki lemez sajdtfrekvencidi v = 0.225 esetén. A négyzet
alaki lemez oldaldnak hossza a. A referenciaadatok [26] irodalombdl szdrmaznak.
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4.7. abra. A hires Chladni dbrdk - a szabadon rezgd lemez mddusalakjai

megfelelni latszanak az irodalmi adatoknak, igy a bemutatott végeselem-implementaciod
elfogadhato.

A négyzetes lemez szabad rezgésénél mindenképpen érdemes megemliteni az tn. Chladni
abrakat. A német fizikus, Chladni egy érdekes kisérletet végzett el. Homokot szort egy
vékony, szélein szabadon hagyott lemezre, és hegedlivonoval hozta rezgésbe azt. A rezgetés
hatasara kiilonleges formak rajzolodtak ki a lemezen (4.7. abra). A jelenségre ugyan nem
tudott magyarazatot adni, de felkeltette tobb fizikus érdekl6dését is. Chladni kisérlete

késztette Kirchhoff-ot az addig ismert lemezmodell pontositasara [15].

A Chladni abrak valojaban a médusalakok nullatmenetei: ha sikeriil a lemezt egy sziik frek-
venciasdvban gerjeszteni, akkor kizarédlag egy modus képes rezegni. A moédusalak nem rezeg
a nullatmenetek mentén, igy ott a homok megmarad, mig tobbi, rezgé helyrdl ,elugral”.

Elsbb utébb a homok felgyiilemlik a nullditmenetek kdrnyékén és az abrék kirajzoldédnak.

Nézziik meg, hogy a végeselem modellel kapott moédusalakok nulldtmeneti hogyan néznek
ki. Az abrazolasnal kihasznalhatjuk, hogy a node-okban az értéket elGird bazisfiiggvény
sulyozodegyiitthatdja meghatarozza a megoldasfiiggvény értékét is. A 4.8 abran lathatoak

a modusalakok nullatmeneti. Lathatjuk, hogy tébb esetben megkapjuk a kisérleti Chladni
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4.8. abra. A szabadon rezgé négyzetes lemez modusainak nulldtmenetei, avagy a Chladni dbrdk reprodu-
kdldsa végeselem madszerrel.

abrakat. Eltérések természetesen vannak, de ne felejtsiink el két dolgot: egyrészt a valds
kisérleti elrendezésben a lemez valahogyan rogzitve van - példaul kozépen, mésrészt a
kétszeres multiplicitasi sajatfrekvencidk modusalakjai nem egyértelmiek. Fzt a jelenséget

mér a membrannal is megfigyelhettiik.

4.9.2. A kor alakt lemez
A cintanyér szintézise a kor alaka lemez modelljén alapul. Ismét 6sszehasonlitom a kapott
modusfrekvencidkat az irodalmi eredményekkel.

A simply supported peremfeltételek esetében ismét (4.63) alkalmazhato. Az eredményeket

a 4.4. tablazat foglalja dssze.

wr?/k | Morley | Hiba (Morley) | Argyris | Hiba (Argyris)
4.977 | 4.928 0.985% 4.941964 0.704%
13.94 | 13.7678 1.235% 13.90244 0.269%
25.65 | 25.1365 2.002% 25.58054 0.271%
29.76 29.074 2.305% 29.68858 0.240%
48.51 | 46.7198 3.690% 48.33 0.371%
33.1 32.5906 1.539% 33.1145 0.044%

4.4. tablazat. A szélein szabadon rezgd lemez sajdtfrekvencidi v = 0.3. A numerikus peremfeltétel érvé-
nyesitéséhez €1 = 10™* paramétert haszndltam. A kér alaki lemez sugara r. A referencia-
adatok [26] irodalombdl szérmaznak.
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A clamped peremfeltételek esetében a (4.66) alkalmazando6. Az eredményeket a 4.5. tablazat

foglalja 6ssze.

wr?/k | Morley | Hiba (Morley) | Argyris | Hiba (Argyris)
10.2158 | 10.156 0.582% 10.315 0.966%
21.26 20.78 2.255% 21.467 0.973%
34.88 33.574 3.743% 35.208 0.939%
39.771 38.503 15.581% 40.161 0.981%
51.04 48.543 24.564% 51.508 0.916%
33.1 32.591 1.539% 33.115 0.044%

4.5. tablazat. A szélein régzitett lemez sajdtfrekvencidi. A kér alaki lemez sugara r. A referenciaadatok

[26] irodalombdl szdrmaznak.

A szabad peremfeltételek esetében egyszeriien B = 0. Az eredményeket a 4.6. téablazat

foglalja Ossze.

wr?/k | Morley | Hiba (Morley) | Argyris | Hiba (Argyris)
5.253 | 5.2634 0.198% 5.2704 0.331%
9.084 | 9.0463 0.415% 9.083 0.011%
12.23 | 12.2063 0.194% 12.2634 0.273%
20.59 | 20.2923 1.446% 20.546 0.214%

21.6 21.3642 1.092% 21.5615 0.178%

33.1 32.5906 1.539% 33.1145 0.044%

4.6. tablazat. A szélein szabadon rezgd lemez sajdtfrekvencidi. v = 0.33. A kor alaki lemez sugara r. A
referenciaadatok [26] irodalombdl szdrmaznak.

Mindharom peremfeltétel esetében kijelenthetjiik, hogy a numerikusan kapott sajatfrek-
vencidk az irodalmi adatokkal egyezést mutatnak. Kiugré kiilonbség csak a Morley elem
esetében, clamped peremfeltétel mellett tapasztalhaté. Ez egy ilyen frekvenciatartomany-
beli analizis soran jelentds eltérés, de az idétartomanyi szimulaciok esetében a Lagrange

multiplikdtor hasznalata garantaltan jobb eredményre vezet.

Id6tartomanybeli szimulacié

A végeselem diszkretizacioé soran kapott egyenletrendszer formalisan megegyezik az elézd
fejezetben targyalt hullamegyenletével. Emiatt a 3.8. fejezetben bemutatott id6tartomany-
beli megoldas ugyanigy alkalmazhato, ugyanazzal a stabilitasi feltétellel. A 4.9. dbréan a
szélein szabadon rezgd lemez pillanatképei lathatéak. Ismét kivaléan lathaté a diszperzid

jelensége, mely imméron nem numerikus eredet(.
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4.9. abra. A szélein szabadon rezgd linedris lemez pillanatképei. A kezdeti feltételt eqy Gauss impulzus
biztositja. Az dbra elkészitéséhez haszndlt végeselemhdls 4128 Morley tipusd hdromszdgelemet
tartalmaz.
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5. fejezet

A gerjesztés és a hangsugarzas

modellezése

A cintanyér szintézisének legfontosabb eleme a rezgd lemez, azonban nem szabad megfe-
ledkezni a gerjesztésrél és a hangsugarzasrél sem. Ebben a fejezetben egyszerii, kénnyen

implementéalhaté, kis szdmitasigény modellt mutatok be mindkettére.

5.1. A gerjesztés egyszerd tOmeg-rugdé modellje

A gerjesztés modellezésére legt6bb esetben alkalmas egy koncentralt paraméterti, nemlinea-
ris tomeg-rugd elrendezés, mas szoval oszcillator. A gerjesztésmodell nemlinearitdsa részben
annak koszonhet6, hogy a dobver6 csak akkor fejt ki er6t a lemezre, ha azok kontaktusban
vannak. Ekkor energiat cserélnek egymas kozott, a kontaktus megsziinésével pedig ,,6néll6”
életet élnek. Ebben az alfejezetben bemutatott modell el¢sorban a [6] irodalomban lefrtakra

épiil.

A gerjeszts er6 térbeli eloszlasa legegyszertibb esetben pontszertinek tekinthetd, melyet
matematikailag egy Dirac-deltaval irhatunk le. Az xq, yo pontban hat6 pontszerii gerjesztés

az alabbi alakot 6lti:

f(l‘,y,t) = f/(t)(s(x*any*yO) (51)

A lemez egyenlete kiegészitve a teljes gerjesztésmodellel, az alabbi parcialis differenciél-

egyenletek forméajaban irhaté fell:

82
Phs = DA+ 6(x — o,y — o) f'(1,0) (5.22)
d2
(8) = Mg S = Ky (g — o, o)) (5.20)

1A kétdimenzios Dirac-delta ﬁ dimenzi6ji mennyiség.
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ahol ug a dobverst reprezentélé tomeg kitérése, My a tomeg, a Ky pedig a rugd merevsége.
Az o nemlineéris exponens jellemz&en 1.5 és 3.5 k6zotti értéket vesz fel. A pozitiv rész”
operétor [-|T definicioja:

a haa>0

0 haa<O0

Erdemes némi atrendezéssel, és néhany 0j paraméter bevezetésével az (5.2) egyenletek-
ben szereplé szamos paramétert tomorebben és szemléletesebben Gsszefoglalni. A (5.2a)
egyenlet bal oldalan taldlhaté ph mennyiség a h vastagsigu, vékony lemez feliiletegységre
vonatkozatott strtisége, igy a lemez tomege M, = phA,, ahol A, a lemez kétdimenzios

feliilete. Elemi atalakitasokkal az (5.2) egyenletek az alabbi formara hozhatok:

2
gtg = —k2A%u + mF(t,u)d(x — 20,y — Yo) (5.3a)
__un 144 +yer

ahol Kk, m, wy és F paraméterek:

D AMH
K= — m = EvE
ph pMp
Ky \ e f!

— (22 F=
< (MH) My

A gerjesztés folyamata

Ez a gerjesztésmodell egy egyszert, nemlinearis tomeg-rugéd elrendezést csatol a lemez
egyenleteihez. Az (5.3b) egyenlet [-]T operatora miatt csak akkor hat erg a két test kozott,
ha kontaktusban vannak, azaz ug > u(wo,yo) fennall>. Amikor a dobvers kontaktusba
keriil a lemezzel, akkor lokalis deformaciot okoz az {ités helyén, (zq,yo) pontban. Az uy —
u(zo, yo) tavolsag névekedésevel a dobverd eredeti végpontja egyre jobban belehatol a lemez
anyagdaba; a kifejtett erd egyre nagyobb, mig a dobverd gyorsulasa egyre negativabb lesz,
egyre tobb energiat veszit. Végiil a kontaktus megsziinik, a dobver§ eltavolodik a lemezt6l.

A folyamatot szimulaci6 segitségével az 5.1 abra szemlélteti.

A rendszert az up-ra vonatkozo kezdeti feltételek inditjak be. Amikor dobverével megiitiink
egy lemezt, akkor a dobverd csiicsat modellez6 tomeg valamilyen mozgasi energidval {itkdzik
a lemeznek. Ezt a mozgasi energiat a kezdeti feltételekkel adhatjuk a rendszerhez. Legyenek
a kezdeti feltételek:

P
urr(t = 0) = u(zo, yo) % — g (5.4)

A dobverd kezdeti kitérését a lemez kezdeti kitérésével tessziik egyenlévé. Ez azt fejezi ki,

2Ebben a felirasban a lemezt tulajdonképpen alulrél iitjiik meg. Gyakorlatilag ez persze nem igy van,
de a modell akusztikai szemszogbdl invarians erre.
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5.1. Abra. A gerjeszté erd, és a dobverdt reprezentdld témeg kitérése az idé figguényében. Az dbra a
gerjesztés folyamatdt szemlélteti. Az ug és F gorbék a vizsgdlt idétartomdnyra normdlva sze-
repelnek. Erre azért volt sziikség, mert a gerjesztd erd tobb nagysdgrenddel nagyobb, mint a
dobverd kitérése.

hogy a tomeg-rugo rendszer éppen kontaktusban van a lemezzel, azaz a t = 0 idépillanat

épp a dobver6 és a lemez {itkdzésének idépontja.

Folytonos idejti energiamérleg

A gerjesztésmodellt akkor tekinthetjiik helyesnek, ha megmutathatd, hogy a rendszer teljes
energidja (veszteségektdl eltekintve) megmarad, és valamilyen modon megoszlik a dobverd
és a lemez kozott. A rendszer beinditasahoz sziikséges energiat kezdetben a dobverd téarolja,

és amikor a lemezzel kontaktusban van, energiat cserélnek.

Az energiameérleg felirasahoz szorozzuk meg az (5.3a) egyenlet mindkét oldalat %—vel és
integraljuk a vizsgalt Q tartomanyon. A gerjesztést nem tartalmaz6 tagok ugyanugy atala-
kithatok, mint a linearis lemeznél (lasd 4.4), igy természetesen megjelennek annak ener-

giaviszonyai is. Kiilonosebb figyelmet kizérélag a gerjesztd tag igényel:

aWstrm’n + 8ka au(x(]a yO)

ot O e
_ ma(u(xovgg) — UH)F n mang
02 oo Xt G000)) 1,y )y Pt O
= 2 gy — o+ (%‘f)]

WE’.Z’C
(5.5)

Az energiamérleg feliraséban Py, = 0-t, azaz a lemez veszteségmentességét feltételeztem.

A gerjesztésmodell beiktataséaval a (4.34) egyenletben Pey. = —% lesz. Szemléletesen
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tehat azt frhatjuk, hogy

8Wstrain + awkzn + awemc

ot ot a0 (5.6)

azaz a két, kolcsonods csatolasban 1évd rendszer Gsszenergiaja mindig viltozatlan. Integral-
juk az (5.6) egyenletet id6 szerint 0-tol t-ig, és tételezziik fel, hogy a lemez Osszenergiaja

kezdetben nulla, igy
Wstrain (t) + szn(t) + Wexc(t) = Wexc(o)‘ (57)

Tehat, ha a lemez kezdetben energiamentes volt, akkor a rendszer teljes miikodése soran
a gerjesztésben tarolt kezdeti energidval ,,gazdélkodik” - éppen ezt szerettiik volna belatni.
Ha az (5.4) kezdeti feltételeket alkalmazzuk, akkor We,. kifejezésében csak a mozgasi
energia szerepel, azaz az %v% kezdeti energia egyben a veszteségmentes rendszer mindenkori

Osszenergidja is.

Explicit diszkretizacié
A gerjesztés pontszerid térbeli eloszlasa miatt egyszertien diszkretizalhaté végeselem mod-
szer alkalmazésaval. Visszatekintve a 3. fejezetre, a gerjeszts tag térbeli végeselem diszk-

retizacidja a bazisfliiggvények és a gerjesztés térbeli eloszlasanak szorzatintegralja volt.

Formalisan:
£ = [ Pltun)d(e — 0,5~ jo)wd = Pt un(oo. ) wlao ). (55)
Q N———
Iy
Tovabba a diszkretizalast kévetSen
un(0,0) = I{u (5.9)

is teljesiil. Abban a specialis (és gyakorlatban nagyon praktikus) esetben, amikor a ger-
jesztés éppen olyan node-ban hat, ahol a szabadsagi fokként szerepel uy, kitérése, akkor Iy

minddsszesen egy darab 1-est tartalmaz a megfelels indexen.

A térbeli diszkretizaciot kovetGen az idgbeli diszkretizaciot legegyszeriibb esetben az alabbi

modon irhato fel:

Spu = —k*Ku, + I F, (5.10a)
F, = —dyuy = wi*([(up)n — Ihu,) ) (5.10D)

Ebben a felirasban a méasodik egyenlet jobb oldala expliciten ismert az n. idépillanatbdl,

igy F, is expliciten kiszdmithatd. A gerjesztés szamitasanak folyamata a kévetkezs:
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1. Az (5.10b) egyenlet jobb oldalanak felhasznalasaval F,, értéke expliciten kiszamitha-
to.

2. Ezt kévetGen az (5.10a) egyenletbdl u,4; értéke expliciten meghatarozhato.

3. Végiil (5.10b) jobb és bal oldala segitségével (up)n41 értéke is expliciten kiszamit-

hat6. Ez a kovetkez6 iteraciéban elengedhetetlen F), kiszdmitdsdhoz.

A fenti diszkretizacid teljesen explicit, konnyedén implementédlhatd, de stabilitdsa alta-
lanosan nem bizonyithaté [6]. Ennek ellenére lassan valtozo gerjesztésekre (F,, ~ Fy,_1)
kifejezetten jol mikodik [4]. Olyannyira, hogy a sajat végeselem szimulacioim soran nem

tudtam instabil viselkedést elérni.

Merevtest-mozgas

A szélein szabadon rezgd lemez modellezi a test merev (deformécié nélkiili) elmozdulasat
is [24]. A szabadon rezgd lemez modelljének harom, merevtest-elmozdulést reprezentalo
szabadséagi foka van: elmozdulas fiiggsleges irdnyban és elfordulas két tengelye mentén. A

merevtest-elmozdulést reprezentilé modusalakok sikok, sajatfrekvencidjuk pedig nulla.

A lemez rezgésének eddigi analizise soran nem szembesiiltiink ezzel a jelenséggel. Ennek
oka, hogy korabbi szimuléciés példakban a lemez gerjesztését kezdeti feltétel biztositotta -
példaul egy emelt koszinusz vagy egy Gauss impulzus. Amennyiben nulla kezdeti sebességet
(%1; = 0) irunk els a kezdeti kitérés mellé, akkor a merevtest méodusok nem kapnak energiat.
A merevtest-mozgas akusztikai szempontbol (DC moédus lévén) érdektelen, azonban nume-
rikus szimulacié esetében gondot okozhat. Egyrészt a merevtest elmozdulas amplitudoja
olyan nagy mértékd, hogy a magasabb frekvenciaji rezgéseket elnyomja, igy az idéfligg-
vényeken, spektrumokon nem latszik az érdemi eredmény. Emellett kés6bb, a nemlinearis

szimulaciok esetében az id6lépéses algoritmus instabilitasat okozhatja.

A merevtest elmozdulas modusalakjai mindig sikok, igy kikiiszobdlésiikre a legegyszeriibb
megoldas, ha minden id§ iterdcidban kivonjuk az el6z6 idépillanat pontjaira illesztett si-
kot. Ez a megoldas nem befolyasolja érdemben a magasabb frekvenciaji, rezgé modusok
viselkedését. Ezt az 5.3 abra szemlélteti. A sikillesztés modszere expliciten adott gerjeszts-

fliggvény esetében nem befolyasolja érdemben a lemez rezgését. Ugyanakkor a fizikai alapd
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szuperpondlodd (vagy inkdbb forditva) sik a merevtest-elmozdulds sikja.
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5.3. abra. A kir lemez egy elére meghatdrozott fiigguénnyel lett gerjesztve: emelt koszinusszal a lemez
kozepén. Az dbrdn az xo = —0.195 yo = 0.624 node kitérése ldthaté merevtestmozgdssal (pi-
r0s) és merevtestmozgds kikiszobolésével (kék). Mindkét kitérést dbrdzolds elétt eqy mdsodfoka,
fmin frekvencidju Butterworth felildteresztd szirte meg. fmin o lemez legalacsonyabb mddus-
frekvencidja (k = 100). Az dbrdn fekete, fiiggdleges vonal jeléli a sziird T idddllanddjdt.

gerjesztésmodell hasznalata esetén mér tapasztalnank érdemi eltérést, hiszen uy —u(xo, yo)

is megvaltozik. Ennek esetleges akusztikai hatasait most nem vizsgaltam.

Szimulaciék

A 5.4. abran néhany id6-, és frekvenciatartoménybeli szimulacié eredménye tekinthetd
meg. Erdemes megfigyelni egy érdekes jelenséget, melyhez tekintsiik a jobb oldali 4brat
az id6tartoméanyban. Az elsé kontaktus felfutasat kévetGen a gerjeszts erd fokozatosan
elkezd lecsengeni. Ekozben az elindulé hullamok a lemez szélérél visszaver6dnek, melynek
hatasara rovid ideig ismét megné az ug — u(xo, yo) tavolsig - ez a gerjeszts erd rovid ideig
tart6, 4jboli felfutiasat eredményezi. Az abran az is j6l lathato, hogy a gerjeszts erd elsd

lecsengése utan djra kontaktusba keriilhet a két objektum.

A kezdeti sebesség ndvelésével a kontaktus ideje egyre csokken, mikozben egyre szélesebb
frekvenciatartomany gerjeszt6dik. Ez egy egyszert, linedris modell esetében nem lenne
igy: a kezdeti sebesség ndvelésével a kontaktus ideje valtozatlan maradna, amplitidéja
ardnyosan novekedne. A nemlineéris gerjesztésmodell élénkebb hangzast eredményez, és -

nem mellesleg - érzékenyebben reagal a dobos kiilonboz6 kézmozdulataira [6].

5.2. Hangsugarzas modellezése

Az akusztikus hullamterjedés bonyolult folyamat. A rezgé lemez az 6t koriil vevs leve-
g6 részecskéit is rezgésbe hozza, ezaltal egy nyomashullamot indit el a levegében. Ezt a
hullamot képes az emberi fil hangga, vagy egy mikrofon elektromos jellé alakitani. A 2.
fejezetben felirtam a gerjesztett akusztikus tér valaszat, de arra nem adtam valaszt, hogy

a lemez (vagy akérmilyen maés, rezgd objektum) vertikélis kitérése milyen hullamot indit
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5.4. abra. Néhdny szimuldcids példa idé-, és frekvenciatartomdnyban. m = 0.4, wy = 1000, o = 3, a
kezdeti sebesség pedig vo-val jelezve. A gerjesztés éppen a lemez kézepén hat.

el a levegében - més széval mi kapcsolat a lemez rezgése és az akusztikus tér gerjesztése
kozott.

A |7] irodalom alapjan a hullamegyenlet gerjesztését éppen a rezgs test lokalis gyorsulasa
okozza. A vékony lemez kétdimenziosnak tekinthetd, igy a (2.41) egyenletben az f = id(z—
zp) felirast hasznalhatjuk. Az u tovabbra is a lemez kitérése, i annak gyorsuldsa, és a
kétdimenzios lemez az x, y sikban fekszik, zp magassdgban. Ha a megfigyelési pont (emberi

fiil vagy mikrofon) a r = (z,y, z) pontban van, akkor a (2.41) egyenlet az aldbbi forméaban

irhaté fel:
1 /il(r, —)
Cdm g e -1

ahol p a leveg§ nyomésat jeloli. Ebben a megkoézelitésben csak a frontalis hullamkompo-

p(r,t) (5.11)

nenseket vessziik figyelembe, és a lemez héatoldala felsl, a lemezt megkeriilve érkezs kompo-
nenseket elhagyjuk. Szemléletesen a lemez egy ,falban” rezeg. Az elrendezést az 5.5. dbra

szemlélteti.

Zf

5.5. abra. A sugdrzdsmodell akusztikai elrendezése. A fekete pont a megfigyelési pontot (emberi fiil vagy
mikrofon) jeloli.

Az integralast tehat mar csak a kétdimenziés Q tartomanyon (a lemezen) kell elvégezni.
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Az integral kifejtését roppantul megkdnnyiti a végeselem modszer dltal hasznalt bazisflige-
vényrendszer, ugyanis bizonyos node-okban a kitérés szabadsagi fokként van eléirva, azaz
kiilondsebb szdmitas nélkiil ismert. Ha a gerjesztést a node-okba helyezett pontforrasokkal
kozelitjiik, akkor lényegében a pontforrasok gyorsuldsainak linedris kombinécidja adja a

megoldast. Formaélisan:

ahol z;,y; a kollokacios pontokat jelolik, melyek legegyszertibb (és legpraktikusabb) esetben
éppen a node-ok koordinatai. Behelyettesitve (5.11) egyenletbe

) 2
plr,t 4W/Z g V5o — iy — i) dP

47 p di ’

(5.13)

ahol d; az i. kollokacios pont és a vizsgalati pont tavolsaga. A sugarzasmodell legfontosabb

tulajdonsagai az alabbiakban foglalhatok Sssze:

e A keletkezd hangot a lemez rezgésének gyorsulasa hatarozza meg.
o A lemez rezgését hanggeneralds céljabol pontforrdsokkal kozelitjiik.

e A pontforrdsok hozzajarulasa a végsé hanghoz a pontforras és a megfigyelési pont

kozotti tavolsagtol fiigg.

e A pontforrasok kiilonb6z6 fazisban, d;/c késleltetéssel adodnak Gssze.

Az (5.13) egyenletet tovabb egyszerisithetd, ha a d; tavolsagot allandonak tekintjitk min-
den pontforrasra, igy végsd soron a keletkezd hang a pontforrasok gyorsulasanak osszege
- mindenféle tovabbi feldolgozas nélkiil. Ez az elhanyagolas csak abban az esetben tekint-
hets fizikailag is jogosnak, ha a d; tavolsadgok kiilonbségei az akusztikai hulldmhossznal
sokkal kisebbek [20], mely egy valos cintanyér méreteit, és szokasos mikrofonelrendezéseket
figyelembe véve még csak kozelitGleg sem teljesiil. Ennek ellenére jol hasznalhatdé hang-
generédlasra |17], de ebben a dolgozatban mégis inkabb az (5.13) modell alkalmazasara

torekszem.

Tortrészkésleltets sziré
Az (5.13) egyenletben szerepld késleltetéseket érvényesitéséhez, digitélis jelfeldolgozasi tech-
nikdkhoz fordulhatunk. A tortrészkésleltetd sziiréket a [25, 43] irodalmak alapjan ismerte-

tem.

A tortrészkésleltetd szlird lehetéséget ad arra, hogy a digitalis vilag kAt kvantumu kés-

leltetése ne okozzon pontatlansigot - vagy ne kelljen indokolatlan mértékben névelni a
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5.6. abra. A tértrészkésleltetd szird faziskésleltetése.

mintavételi frekvenciat. Tortrészkésleltets szlir6t megvaldsithatunk IIR vagy FIR szliré

forméajaban.

o A FIR szlir§ megtervezhetd tgy, hogy faziskarakterisztikija linedris legyen a teljes
frekvenciatartoméanyon, igy a tortrészkésleltetés mindig pontos. Cserébe amplitiido-

menete alul-ateresztd jellegii lesz [25].

o Az IIR sztir6 megtervezhetd gy, hogy amplitidkarakterisztikdja mindent-atereszts
legyen, azaz a teljes frekvenciasdvban véltozatlan amplitiidéval tovabbitja a jelet.

Cserébe tortrészkesleltetése csak alacsony frekvencian lesz pontos. [25].

Legegyszeriibb esetben a tortrészkésleltets sziirst egy elséfoki IIR sziirsként valosithatjuk
meg - ezt hasznaltam a hangsugérzas modellezésére. Az [25] irodalom alapjan a szird

diszkrét idejud atviteli fiiggvénye:

-1
H(z) o al + z

= — 5.14
14+apz71 ( )

Az elssfokil szlird D = 1+ d mintanyi késleltetést képes megvaldsitani; d a kivant tértrész-

késleltetés. Az aq szliregyltthato értéke:
ap=(1-D)/(1+ D) (5.15)

Az els6foku tortrészkésleltetd sziirg faziskésleltetése a 5.6 abran lathato. A d = 0.5 értékid
késleltetés mellett a sziir6 még egy egész mintat késleltet. A frekvencia novekedésével a

késleltetés hibaja névekszik, mely magasabb foku sziir§ valasztasaval enyhithetd [25].

A bemutatott sugarzasmodell hatésa az 5.7. abran lathato. A sugérzasmodellt tartalmazo
és nem tartalmazo rendszer ugyanazokon a moédusfrekvencidkon rezeg: a pontszeri forrasok

linearis kombinécidja nem véltoztatja meg a rezgési frekvencidkat. Mindenképpen feltiing,
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5.7. abra. A sugdrzdsmodell hatdsa a kimeneti spektrumra. Az dsszehasonlithatdsdg érdekében mindkét
spektrum a mazimumdra van normdlva.

hogy a sugarzasmodell eredménye egy magasabb frekvencidkban gazdagabb hang. A kitérés
bizonyos frekvencidkon alig rezeg, de a sugarzasmodellben mégis megjelenik. Nem is meg-

lep ez, hiszen gyorsulast Gsszegziink, ami frekvenciatartomanyban a kitérés w?-szerese.
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6. fejezet

A von Karman nemlinearis lemez

végeselem modellezése

A cintanyér hangjanak jellegzetes tulajdonsagait erds nemlineéris jelenségek okozzdk. A
bemutatott linearis lemez analizise és végeselem modellezése kivildoan el6késziti a nemli-
nearis lemez modellezését. Ebben a fejezetben kisérletet teszek a von Karmén féle lemez

végeselem modellezésére.

6.1. A von Karman egyenletek

A von Kéarman lemezmodell két, szintén negyedrendii parcidlis deriviltakat tartalmazo,

csatolt differencialegyenlet [6, 42]:

0%u 9
pHﬁ = —DA“u+ L(D,u) (6.1a)
A2 — —%c(u,u), (6.1b)

ahol @ az un. Airy fesziiltségfiiggvény, mely a lemez belsd rezgését reprezentalja (angolul

sn-plane vibration”). Az L(-,-) operator pedig tetszéleges u,v skalaris fliggvényekre

?u v 0%u d*v 0*u 9%

Llwv) =550, T o2 om2 ~ 2ouay 0wy’

(6.2)
A von Karméan egyenletek nemlineéris tulajdonsagai az L(+, -) operétor jelenlétének koszon-

het6ek. Amennyiben az L operatort elhagyjuk, a két egyenlet kdzotti csatolas megsziinik,

és a (6.1a) egyenlet a linearis lemez egyenletére egyszeriisodik.

Az L operator tulajdonsagai

A nemlineéris operatort gyakran von Karmén operatornak nevezik, és a nemlinearis lemez
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miikodésének alappillére. Az operator bilineéris, azaz teljesiilnek ra az alabbi tulajdonsa-

gok:

L(a,b) = L(b,a) (6.3a)
L(c1a1 + c2a2,b) = ¢1L(a1,b) + c2L(az, b) (6.3b)

A (6.3b) azonossag termeészetes teljesiil a masodik argumentumra is.

Amennyiben a bilinearis operator mindkét argumentuma ugyanaz a fiiggvény, akkor teljesiil

egy, a (2.12) egyenlethez hasonlo azonossag:

Qaat,c (a,a) = £ (‘2;%) (6.4)

A von Karmén operétor a fenti egyszerii azonossagokon tul egy harmadik, érdekes tulajdon-
saggal is rendelkezik. Angol irodalomban legtébbszor ,triple self adjointness” néven illetik
[5, 6, 42]. Nem lévén magyar megfelelGje, a tovabbiakban  harmas felcserélhetdség” néven
fogom emliteni. A felcserélhetdség csak integréalis forméban érvényes, az alabbi médon.

Legyen a, b, c tetsz6leges skalaris fiiggvény az ) tartomanyon. Ekkor

/ cL (a,b) dQ2 = / al (c,b) dQ+ T (6.5)
Q

Q

ahol J kizarélag peremmenti integralok Osszegét tartalmazza. Ebben a dolgozatban J Aal-
talanos felirasatol eltekintek, ez megtekinthetd Alberto Torin PhD disszertaciojaban [42].
Egy fontos tulajdonsagéra azonban hamarosan sziikség lesz. Amennyiben a (azaz az ope-
ratorbol kiemelt fiiggvény) értéke, és normadlis derivaltja is nulla a tartoméany ' peremén,

akkor J is azonosan nulla. Formélisan,

_Oa _
- =

a

0 V(z,y) €T = J =0. (6.6)

Ez a felcserélési azonossig hasonlit a linearis operatorok - parcidlis integralason alapu -

atalakitasaira. Azonban a (6.5) atalakitdsban azonban nem cs6kken a derivaltjak rendje.

Skalazas
Numerikus szimulacié esetében elényos, ha a rendszert leir6 egyenletek minél kevesebb pa-
ramétert tartalmaznak. Ennek elérése érdekében skildzott paramétereket vezethetiink be,
és felirhatjuk az egyenletet ezek segitségével. A von Karmén egyenletek egyszerisitéséhez
vezessiik be az alabbi, skalazott valtozdkat:

P U

(I)/ = — u/ = (6.7)

D H\/6(1—v2)

A fenti egyenletekbdl kifejezve u-t és ®—t, majd behelyettesitve a von Karmén egyenletekbe

(6.1a), (6.1b), kihasznalva a L operator bilinearis tulajdonsagat az alabbi differencialegyenlet-
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rendszer adodik u'-re és ®'-re [6]:

0%/
ﬁ = —K/2A2UI + /{2£ ((I),, u,) (68&)
A?® = —L (v o) (6.8b)
ahol k ismét
D
= /= 6.9
K Y] (6.9)

Ezzel az atalakitassal a rendszer mindosszesen egy paraméterrel jellemezhetd, és az u <> u/
illetve ® «++ @' kozotti kapcsolatok kolesondsen egyértelmiiek. A tovabbiakban kizarolag ezt
a skaldzott variaciot fogom hasznalni (kivéve, ha kiilon jelzem), de a véltozok jeldlésében

a vessz6t elhagyom.

6.2. Energiamérleg és peremfeltételek

A nemlinedris rendszer energiamérlege a 2.3. alfejezetben bemutatott modon irhaté fel.
A levezetést [42] alapjan mutatom be. Szorozzuk meg a (6.8a) egyenlet mindkét oldalat

8t U_vel, osszuk el k2-el, és integraljuk a vizsgalt  tartomanyon.

A (6.1a) egyenlet linearis részei ugyanazt az energiat adjak, mint korabban a (4.34) egyen-

let, igy kiilondsebb figyelmet és 4talakitasokat kizarélag a nemlinearis tag igényel:

aWst'razn 8Wkln

+ Plin = / 7£ O u) dQY =

ot ot
(6.5) ou
@ pu—
| ac ( i ) a9+ 7
(64 / d— £ (u,u) dQY+ T =
(6.8p) 1 0 9 (6.10)
=" — | d—-A"DdN =
> / o1 7
(2.8)z
(215 0 1 / 9
= ——= - )
% 1 Q(A ) dQU+Pu + T
N—_————
Wnl
Az energiamérleg a szokasos moédon kompakt formaban felirhato:
aWs rain 8W mn aWn
tramn  ZEWIR TP — P+ T+ P, (6.11)

ot ot ot
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ahol

P, = _jécw(M,) : ndr+j{Aq>v¢> -ndl (6.12)
r r

Az energiamérleg bal oldala ismét a rendszerben tarolt teljes energia megvaltozasat fejezi
ki. A nemlineéris rendszer (energia szemszogébdl nézve) a lineéris rendszer és egy nemline-
aris, perturbécié szuperpozicidja. Fz a tulajdonsag tébb nemlineéris, akusztikus rendszer

esetében is megfigyelhetd [6].

Az energiamérleg jobb oldalan talalhato peremmenti integralok vizsgélataval megkaphatjuk

a helyes peremfeltételeket.

Peremfeltételek

Amennyiben a (6.11) egyenlet bal oldalan talalhaté peremmenti integralok értéke zérus, a
rendszer veszteségmentes peremfeltételei felirhatéak. A Py, tag ismét eltiinik, ha barme-
lyik, u-ra vonatkoz6 peremfeltételt alkalmazzuk a lineéris lemeznél megismertek koziil. A

szabadon rezgs lemezhez ismét a (4.21) feltétel alkalmazhato.

Az Airy fesziltségfiiggvényre vonatkozo peremmenti integralok (P, és J) zérus értékiek,
ha a

d— -
on

0 (6.13)

feltétel teljesiil a peremen, igy ez helyes peremfeltételnek tiinik. Az irodalomban gyakran
talalhatunk mas peremfeltételt a szabad lemez Airy fesziiltségfiiggvényére |31, 45|, azonban
ezekrol belathato, hogy ekvivalensek a (6.13) peremfeltéetellel [6, 31]. A (6.13) matemati-

kailag megegyezik a szélein rogzitett lemez peremfeltételeivel [31].

6.3. Végeselem modell

A végeselem modell felirasahoz a gyenge alak levezetése, és a megoldas diszkretizacioja
sziikséges. A von Karmén egyenletek linearis tényezéi nem igényelnek kiilondsebb figyelmet,
a 3. fejezetben leirtaknak megfelelGen alakithatok at. Kizardlag a nemlinearis £ operator

jelent tjdonsagot.

Gyenge alak és diszkretizacio
A gyenge alak levezetéséhez szorozzuk meg mindkét egyenletet egy tetszéleges v tesztels-
fliggvénnyel, és integraljuk a vizsgalt € tartoméanyon. A linearis tagok ugyanigy alakithatok

at, mint a linearis lemez esetében, igy a von Karman egyenletek gyenge alakja az alabbi
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formaban irhato fel:

M(u,v) = —K2K(u,v) + /€2/Q£ (P, u)vd2 (6.14a)
N(®,u,v)
K(@,v) + B (@, 0) = —/Qﬁ(u, ) v d9 (6.14D)
W

Az M(u,v) és K(u,v) operatorok definicidja megtekinthets a 75. oldalon. A ‘Bl(f) operator

n
ad= g—i’ peremfeltétel érvényesitésére szolgél, és definicidja a (4.66) egyenletben talalhato.

A diszkretizalashoz legyen ismét vy, = v tetszbleges egy véges bazisu térben, és legyen

N

N
up, = Zuiwi =wlu P, = Z Yiw; = W (6.15)
i=1 i=1

Keressiik tehat az uw és ® kozelit6 megoldasat ugyanabban a bézisban, és ez a bazis

egyezzen meg v bazisaval is. Ezzel a vilasztéassal két egyenletrendszert kapunk a stlyozé-

egyiitthatokra:
2
M?’«)tl; = —k’Ku + x*(p, u) (6.16a)
K, p =—£(u,u) (6.16b)

ahol az £(-,-) vektor-operator az N diszkretizaciojat jeloli, K, pedig azt a merevségi mat-
rixot, melyben érvényesitésre keriilt a ®-re vonatkozé peremfeltétel. A K,M matrixok a
(4.46) egyenletben lettek felirva. A nemlinearis operator tulajdonsagait nézziik meg rész-

letesebben.

A ¢ operator szamitasa
Az £ vektoroperator a nemlinearis csatolasokat leird £ operator diszkretizacidjanak tekint-

hetd, és (6.14) gyenge alak alapjan az aldbbi médon irhato fel:
£(a,b) = / wL (whu,whep) dQ (6.17)
Q

Ez az alak praktikusan nem hasznalhaté jol. Gondoljunk bele abba, hogy végss soron az
egyenletrendszert valamilyen id6lépéses algoritmussal oldjuk meg, igy minden idépillanat-
ban el kellene végezni az integralast. Ez pedig azt jelentené, hogy minden idépillanatban
egy teljes asszemblalasi folyamatot kellene végigesinalni. Nyilvanvald, hogy ez a szamitas-

igény elképeszts novekedéséhez vezetne.

Szerencsére, az L operator (6.3) bilinearis tulajdonsaga miatt, az £ operator is konnye-

dén atalakithato. Az eredmény a [30] hivatkozasban is megtalalhato, de itt a levezetést is
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bemutatom. A £ vektor k. eleme (6.17) egyenlet alapjan:

[E(a,b)]k:/wkﬁ E a; Wi, E bjwj ds2 (6§b)/wk E aiﬁ ws, E bjwj dQ)
Q i j Q i i
(6§b)/w]€ E a; E bjﬁ(wi,wj) dQ—/wk E E aibjﬁ (wz-,wj) dQ)
Q i j Q i j
= E E aibj/ wkﬁ (wi,wj) dQ)
i g Q

Eijx

(6.18)

Ezzel az atalakitéssal az integral kiértékeléséhez méar csak a bazisfiiggvények ismerete sziik-
séges, igy az idGtartoményi szimulécié megkezdése elétt kifejthets. Az integrélis tag harom

indextdl fiigg, igy egy 3 dimenzios matrix formajaban tarolhato el:

v

Az (6.18) egyenletet felirhatjuk egy matrixszorzasként is [5], az alabbi médon:
£(a,b) = L(b)a = L(a)b, (6.20)

ahol a matrixok:

L(a) = Z a; Biji L(b) = Z b; Eijk (6.21)

ki ki

Az E kiszamitasa

Az Ejj, 3 dimenziés matrix elére kifejthets, igy az idélépéses iterdcié soran méar nem
sziikséges integralast elvégezni. A végeselem moédszer helyes miikodéséhez célszertd C' foly-
tonos elemeket hasznalni, melyek garantéltan konvergens megoldést adnak [9], ugyanakkor

a Morley elem ismételten egy egyszert, de jol miikods alternativat biztosit [28].

Az E haromdimenziés matrix kiszamitasara kiterjeszthets a lemeznél bemutatott algorit-
mus, melyet itt réviden részletezek. Az elemenkénti matrix fogalma ebben az esetben is

értelmezhets az aldbbi modon:

E, — [/ NWL (N3, N;) dQe]
Qe ijk

6.22

(6.2) 02Ni 82Nj 82Nj @2Ni 82Ni azNj ( )
A 2 dS).

Qe ijk

ox? 0Oy? * o2 oy2 " 9xdy dxdy

Az E. NxNxN-es haromdimenziés matrix N darab NxN-es matrixbol alkotott ,vektorként”
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értelmezhets. Ennek a ,vektornak” a k. matrixa (6.22) alapjan:

E} =

e

oN 2NT 2N 2NT 2N 92N T
/ k(@N@N 0°N 0°N 0°N 0°N >dQe (6.23)
Qe

022 0y 0y 0x2 " 0ady 0x0y

Ebben a felirdsban az integralas még a globalis elem felett végzendd el. Az integralast
visszavezethetjiik a referenciatartomany feletti integralasokra a 4.8. fejezetben bemutatott
mo6don. Ismét sziikséges a C transzformdacios matrix alkalmazésa, és a derivalasok transz-

formélasa. Az eredmények megtekinthetGk a Fiiggelék F.3. fejezetében.

Az £(-,-) operator ellendrzése
Az implementélast kdvetGen érdemes valamilyen kvantitativ médon meggy6z6dni a diszk-
retizacio helyességérsl. Az £(-,-) operator az érvényesitends peremfeltételektsl fiiggetlen,

igy egy tetszdleges kétdimenzids probafiiggvénnyel ellendrizhetd.

Az £(-,-) operator ellendrzéséhez valasszunk egy tetszoleges, konnyedén derivalhat6 proba-
fiiggvényt uy(z, y)-t. Fejtsiik ki értéket, illetve derivaltjait a bazisfiiggvények altal meghata-
rozott pontokban: példaul a Morley elem esetében hatarozzuk meg a probafiiggvény értékét
a haromszdgek csiicsaiban, illetve a normalis irdnyd derivaltakat az élek felezépontjaban.

Ezzel megkapjuk a probafiiggvény kozelitését a Morley elem &ltal definialt bazisra.

Kovetkezs 1épésben szamoljuk ki az L(ut, ur)-t majd a fenti moédon ezt is képezziik le a
Morley elem &ltal definidlt bazisba. Az £(ug,ug) operatort akkor tekinthetjiik helyesnek,

ha hasonlé eredményt ad, mint £(uy, uy).

Nem szabad azonban elfelejtkezni arrél, hogy a végeselem modszer nem a differencidlope-
ratorokat diszkretizélja, hanem a megoldasfiiggvényeket - és ezekre keres minimalis hibaja
megoldast. Ennek eredményeképp példaul u fiiggvény diszkretizacidja Mu vektor lesz, nem

pedig u.

Ha szeretnénk az operatorok diszkretizicidjat is értelmezni akkor rendezziik at gy az

egyenleteket, hogy az u differencidloperator diszkretizaciéja u, illetve ® diszkretizacioja ¢

legyen.
0*u 272 2 0*u 2ng—1 2ng—1
— = K Au+kL(DP,u) — 5 =—-r'M Ku+rM L(p,u) (6.24a)
ot? ot?
A2D = —L (u,u) — M 'K ,p = -M (u,u) (6.24D)

Ezzel az 4talakitassal az u differencidloperator diszkretizacioja u lesz, a A? operator diszk-
retizacioja M~1K. Ugyanigy lathato, hogy L(-,-) operator diszkretizaciéja nem £(-,-) lesz
M~1£(-,-). Ezt figyelembe kell venni az eredmények dsszehasonlitdsa sordn. A 6.1. tablé-
zatban a Morley elemmel megvalositott £(-,-) operator pontossidgénak eredményei latha-
tok. Lathatjuk, hogy a hal6 finomitasaval az RMS hiba csdkken, az diszkretizacié valoban
konvergens. Ezek ismeretében kijelenthetjiik, hogy a végeselem diszkretizacié jé eredményt

ad. Nem mellesleg az implementacié helyessége is ellenérizhets igy'.

!Megjegyzem, hogy az Argyris elemre nem tudtam ilyen tablazatot mutatni, ugyanakkor ennek oka
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Haromsz‘ogelemek RMS hiba
szama

258 3.15E-3

1032 3.54E-4

4128 3.43E-5

6.1. tablazat. A Morley elemmel megualdsitott £(-,-) operdtor helyességének ellendrzése uy = x® + y* +
22y + zy® + 2% + y® + zy + 1 teszteldfigguénnyel.

6.4. Diszkretizalas id6tartomanyban

A legegyszertibb idébeli diszkretizacié az alabbi:

Moé;u = —k*Ku + £2£(p, 1)

6.25
K, = —£(u,u) (629

Az algoritmus explicit, rendkiviil kénnyedén implementalhato, és alapvetGen alkalmas a

nemlinearis viselkedés legfontosabb tulajdonsiganak bemutatasara.

Moédusok k6zotti csatolodas

Nézziik meg a 6.1. 4bran mi torténik a nemlineéris rendszerrel, ha egy linearis médusabol
inicializaljuk. Ha mo6dus amplitudéja kicsi (felss sor), akkor a moédus szinuszosan kezd el
rezegni - azaz visszakaptuk a linedris lemezmodellt. A nemlinedris viselkedés kivalo példaja,
hogy a linearis modussal inicializalt lemez idével mas modusokat is rezgésbe hoz (masodik,
harmadik sor). Az amplitado novelésével a hatas egyre erésebb. Ez a jelenség egy linearis
modell esetében teljességgel lehetetlen. A médusok kézotti csatolodas vezet a cintanyérok
és gongok jellegzetes effektusaihoz. Példaul a ,crash” sorin a lemezben hullamturbulen-
cia alakul ki [12]: az alacsonyabb modusok fokozatosan dtadjak energidajuk nagy részt a

magasabb médusoknak.

Implicit véges differencia diszkretizacio

A (6.25) véges differencia séma instabil, és nem alkalmas a fenti egyszerd példa bemutata-
san kiviil semmilyen szimulaciora vagy hangszintézisre. Bilbao [5, 6] a sajat térbeli véges
differencia modszerére mutatott stabilis, idGtartomanyi diszkretizaciokat. Az egyik (varha-
toan leghasznosabb) modszert megprobéaltam kiterjeszteni végeselem modszerre, az alabbi

formaban.

2

4Mu = —k’Ku,, + %E(can — Pn—1,Up) (6.26a)

1
§K¢(<Pn+1 +@n-1) = —£(Upi1,up) (6.26b)

minden bizonnyal nem elvi; hanem implementalasi hiba.
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6.1. Abra. Mddusok kézitti csatolodds. A lemezt eqy linedris médusdbdl inicializdljuk 0.1 (felsé sor), 2
(kdzépsd sor) és & (alsé sor) amplitidéval.

Ez a médszer alapvetGen implicit, igy jogosan varhaté a stabilitas javulasa. Implicit jellege
ellenére, éppen az L (és ezzel az £) operator bilinearis tulajdonsiga miatt linearis egyen-
letrendszer megoldasara vezet [6, 5]. Tgy nem sziikséges Newton algoritmus vagy egyéb,

nemlinearis egyenletrendszer megoldasara alkalmas moédszer hasznélata.

Az modszert kiterjesztették a cintanyér modalis modszer esetére is [12|. Meggy6zddésem,
hogy végeselem modszerre is alkalmazhatd, azonban (sajnalatos modon) jelen dolgozat
elkésziiltéig a fenti mddszer stabilitdsdra nem tudtam sem analitikus bizonyitast, sem sza-

mitégépes példat adni.

A stabilitas bizonyitasédnak kulcsfontossagu lépése lenne a £(-,-) operator harmas felcse-
rélhetdségi tulajdonsiga, hasonléan, mint a L-nek a (6.5) egyenletben. A bizonyitashoz az

alabbi, harmas felcserélhet&ségi relaciénak kellene teljesiilnie:

2

ull(p,u) = @1 L(u,u) (6.27)

Az azonossag éppen a L operator harmas felcserélhetGsége miatt teljesiil abban az esetben,
ha ¢, = 88% = 0avagy @lw = <pT%—‘7’1" = 0. Ez éppen a ®-re elGirt peremfeltétel teljesiilését
teszi sziikségessé. Azonban a 4. fejezetben is felhivtam ra a figyelmet, hogy a peremfeltételek
nem teljesiilnek pontosan, csak minimalis hibaval valamelyen bazisban - mas széval gyenge
értelemben. A tapasztalatok alapjan Ggy tinik, hogy ez a pontatlansig a peremfeltétel
teljesiilésében éppen elegendd ahhoz, hogy a véges differencia algoritmus instabilitasat

okozza.
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w, [m]

radius [m]

6.2. abra. Egy valds cintdnyér gorbilete [30].

6.5. A modell tovabbi pontositasanak lehet&ségei

Az eddig bemutatott nemlinedris modell minddsszesen egy lapos lemez rezgéseit irja le. A
modellt pontosithatjuk, ha figyelembe vessziik a cintanyér gorbiiletét, és valtozo lemezvas-

tagsagat.

Gorbiilet
A [30] referencia alapjan egy gorbiilettel rendelkezd lemez egyenletei az alabbi modon
irhatok fel (skalazas neélkiil):

0%u

Phom = —DA*u+ L (u, ®) + L (ue, D) (6.28a)
AP = —?ﬁ (u,u) — EHL (u,u.) , (6.28b)

ahol u.(z,y) egy elére meghatarozott gorbiileti fiiggvény. Ezért az L operator bilinearis tu-
lajdonsiga miatt az tjonnan megjelens tagok linedrisak lesznek, a nemlinearis csatolodasok
folyamatat ugyanazok a tagok irjak le, mint kordbban. A 6.2. dbran egy valés cintanyér

kérszimmetrikus gorbiiletprofilja lathato a [30] irodalombol.

A gorbiilet végeselem modellezéséhez a bazisfiggvények roppant jol hasznalhatok, ugyanis

kozelithetjiik a gorbiilet u, fliggvényét a végeselem bazisban.
Up Z(uc)iwi =u.lw (6.29)
i

A bézis szabadsagi fokokat ir el¢ bizonyos pontokban, igy a (u.); egyiitthatokat konnye-
dén megkaphatjuk. A diszkretizacio a (6.20) egyenlet értelmében egy immaron konstans

matrixot eredményez.

Mar enyhe gorbiilet hatasara is a lemez koérszimmetrikus moédusai magasabb frekvenciara
tolodnak. Ennek eredménye egy ,fényesebb”, nagyfrekvencidas komponensekben gazdagabb
hang, mely természetesen a nemlinearis csatolasnak koszonhetSen intenzivebb crash” jel-

legii hangzast eredményez [6, 30].

Valtoz6 lemezvastagsag: inhomogén anyagjellemzdk

Egy valés cintanyér anyaga nem homogén: kizepe felé az anyag vastagabb, mint a szélén.
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Ez az anyaginhomogenitas helyfliggévé teszi a h és igy a D anyagparamétert is, és jelents-
sen befolydsolja a végss hangzast [30]. Az anyaginhomogenitas (a gorbiilethez hasonloan)

altalaban korszimmetrikus.

Szintén a [30] irodalomra hivatkozva az inhomogén anyagjellemzskkel rendelkezé nemline-

aris lemez egyenletei (gorbiilettel egylitt) az alabbiak (skalazas nélkiil).

2u
ph(x,y)g? = —-AD(z,y)Au+ (1 —v)L(D(z,y),u) + L (u, ®) + L (u.,®)  (6.30a)
AB(z,5)A® — (1 + V)L (B(x, y), ) — —%c (1) — £ (1, 1), (6.30)
ahol
T 3
D(z,y) = m B(z,y) = Ehéy) (6.31)

Az egyenletrendszer immaron terjedelmes, de az eddig bemutatott modszerekkel kiilo-
nosebb nehézségek nélkiil implementalhato. Az inhomogén anyagparaméterek, h(z,y) és
D(z,y), (a gorbiilethez hasonlé médon) kivaloan kozelithet6k a végeselem modszer ba-
zisfliggvényeivel. A hangzés tekintetében ugyanazt mondhatjuk el, mint a gérbiiletnél: az

anyaginhomogenitéas nagyfrekvencian erésiti a modusok kozotti csatolodast [30].
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Osszefoglalas és kitekintés

A dolgozat soran kisérletet tettem a cintanyér hangjanak fizikai alapu szintézisére véges-
elem modszer alkalmazasaval. Elgszor dltaldnos betekintést nydjtottam a hulladmjelenségek
vildgaba, majd bemutattam a végeselem modszer elméleti alapjait, implementéciéjanak

részleteit.

Dolgozatom legfontosabb részében a Kirchhoff féle lineéaris lemez végeselem modellezését
mutattam be. A modszert (az irodalomhoz képest kissé szokatlan modon) kozvetleniil a
negyedrendd parcidlis differencidlegyenletre alkalmaztam. Hatékony és dltalanos algorit-
musokat adtam a globalis egyenlet asszemblalasara, majd Osszevetettem az irodalomban

talalhato sajatfrekvencidkat a numerikusan kiszadmolt adatokkal.

Egyszert, kis szamitésigényd modelleket alkalmaztam a gerjesztésre és a hangsugérzasra,

melyeket a linearis lemez végeselem modelljéhez csatoltam.

A linearis lemez modelljét kiterjesztettem a von Karméan nemlinearis lemezmodellre is,
majd id6lépéses alakba hoztam, és bemutattam a nemlinedris viselkedés legfontosabb tu-

lajdonsagat, a médusok kozotti csatolodast.

Az id6tartoméanybeli megoldashoz véges differenciak modszerét alkalmaztam, mely kiva-
loan miikodott a linearis modellekre, azonban a nemlinearis modell esetében stabilitési
problémak léptek fel. A nemlinearis problémaéra is léteznek stabilis idélépéses modszerek
[5, 6, 12, 13], azonban ezeket eddig a végeselem modszerre nem alkalmaztak. A kiterjesztés

ugyan nem sikeriilt, azonban a probléma forrasat feltartam.

Tovabbi munkam els6 1épése olyan id6lépéses moédszer kidolgozasa, mely kedvez6bb stabi-
litassal rendelkezik, mint a dolgozatban bemutatott. Egy stabil véges differencia moédszer
ismeretében a cintanyér végeselem modellje is tovabbfejleszthetd: figyelembe vehetd a lemez
gorbiilete és valtozd anyagvastagsidga, melyek a hangzas szempontjabol kulcsfontossagiak
[30].

A végeselem modell terén is talalhatunk fejleszteni valot. A haloégeneralasra egy beépi-
tett algoritmust hasznaltam, mely kissé korlatozott. Az iddlépéses mintavételi frekvenciat
a legnagyobb numerikus moédusfrekvencia hatirozza meg, ez utébbit pedig a végeselem
halo szabadsagi fokainak szama. Erdemes lenne olyan végeselem halét alkalmazni, mely

megfelel§ pontossag mellett kell§en alacsonyan tartja a szabadséagi fokok szamét.
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A késSbbiekben érdekes lenne megvizsgalni a végeselem modszer egyéb valtozatinak al-
kalmazasi lehetGségeit. A nem-folytonos végeselem modszer (angolul ,discontinous finite
element method”) kikiiszéboli a C! folytonossag miatt megnovekedd szamitasi igényt. Szi-
gord értelemben a dolgozatban bemutatott Morley elem ide tartozik, azonban a klasszikus
nem-folytonos végeselem modszer kiilonboz6 biintetémodszereken (angolul ,penalty met-
hods”) alapul [22]. A nem-folytonos végeselem modszert mind a linearis, mind a nemlineéris
modellre kiterjesztették [22, 36].

Osszességében elmondhatom, hogy a linearis lemez végeselem modelljét sikeresen imple-
mentéaltam, tovabba a nemlinearis modellezés lehetdségeit is feltartam. Ugy gondolom,

hogy a dolgozat eredményei j6 alapot biztositanak késébbi munkamnak.
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Fuggelék

F.1. A peremértékfeladat egyértelmiisége

A peremfeltételek és kezdeti feltételek bevezetésével a parcialis differencidlegyenlet végtelen

sok megoldasa koziill mar csak egy lesz érvényes, ezaltal egyértelmiivé téve a problémat.

Ebben az alfejezetben bebizonyitom, hogy az 2.2 alfejezetben bemutatott peremértékfel-

adat egyértelmiien megoldhato. Az egyértelmtiség azt jelenti, hogy pontosan egy megoldasa

van a peremfeltételekkel és kezdeti feltételekkel kiegészitett differencidlegyenletnek. A bi-

zonyitas indirekt médon tehets meg.

Tegyiik fel, hogy u; és us két kiillénb6z6 megoldasai a peremértékfeladatnak. Ez azt jelenti,

hogy mindkét megoldas kielégiti a differencidlegyenletet, a peremfeltételeket és a kezdeti

feltételeket:
d%u d%u
2 1 2 2
CAUl—W:f CAUQ—W:][‘ Vr € Q
up = up(r,t) ug2 = up(r,t) Vrelp
8u1 . 8U2 .
%—U(I‘,t) %—U(I‘Jﬁ) \V/I'GFN
wr(x, £ = 0) = u(x) us(r, £ = 0) = u(x)
6U1 _ _ 8uQ . _
W(rat_o) = o(r) W(r,t—o) = o(r)

(F.1.1a)
(F.1.1b)
(F.1.1¢)
(F.1.1d)

(F.1.1e)

Fontos, hogy az ui-nek és az ug-nek ugyanazokat a perem-, és kezdeti feltételeket kell

kielégitenie. Vonjuk ki a két egyenletrendszert egymasbdl, és legyen ¢ = ui — ug. A

differencidloperatorok linearitdsa miatt az eredmény egyszertien a kovetkezd.

82
A Ay — af;” =0 vr e 0
¢o(r,t) =0 vrelp
% =0 Vrel'y
on
(b[)(r,t = 0) =
o
.t = —
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A bizonyitashoz irjuk fel az (F.1.2a) egyenlet energiamérlegét, mely nagyon hasonlé a (2.18)
egyenlethez.

1.0 > 1o [ (960\* o
5C at/ Vol dQ+26t ((% dQ =0 (F.1.3)

Az (2.18) egyenlethez képest nincs gerjesztd tag, hiszen az (F.1.2a) egyenletben sem volt.
Tovabba nincs jelen a peremmenti integral sem, melynek oka a peremfeltételek érvényesii-
lése: (F.1.2¢), (F.1.2b) egyenletek.

Integraljuk most az (F.1.3) egyenletet id6 szerint:

_ 2 90\ B
96 t=t
_ 2 7y
[ /|V¢>d9+ /(m) a9

t=0

(F.1.4)

Amikor ¢ = 0-t helyettesitiink be, az eredmény nulla a kezdeti feltételek miatt: (F.1.2d),
(F.1.2¢) egyenletek. Végiil tehat az alabbi egyenléséget kaptuk:

1 o
3¢ /|v¢ 2dQ+ = /<6t> dQ = 0. (F.1.5)

A kapott egyenlet bal oldala pozitiv, hiszen négyzetfiiggvények integraljai szerepelnek ben-
ne. Az egyenlet (melynek kiindulasi alapja az eredeti hullamegyenlet volt) akkor és csak
akkor lehet nulla, ha ¢g = 0, melybdl egyenesen kévetkezik, hogy u; = us. Ez ellentmond
a kezdeti feltevésnek. Ezzel az allitast bizonyitottuk, a peremértékfeladat egyértelmien

megoldhatd.

A bizonyitashoz fel kellett hasznéalni a kezdeti feltételeket és a peremfeltételeket is, és a

végeredmény csak az 2 tartomany felett egyértelm.

F.2. Az explicit véges differencia mddszer stabilitasa

A 3.8. fejezetben megadtam a
5ttMC = —-Kc (F21)
diszkrét ideji rendszer stabilitasi feltételét, mely szerint a

Kc = \Mc (F.2.2)
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altalanositott sajatértékprobléma legnagyobb sajatértékére a

2

At < (F.2.3)

)\maac

feltételnek kell teljesiilnie. Itt most bizonyitast adok ra.

Kvadratikus fiiggvény
Miel6tt ratériink a véges differencia modszer stabilitasara, vizsgaljuk meg az alabbi 1in.
kvadratikus fiiggvényt, és adjunk feltételt pozitiv definitségére. El6rebocsatom, hogy a

diszkrét idejd rendszer b energiafiiggvénye egy ilyen kvadratikus fiiggvény lesz.
h=xTx+yTy +2xTAy (F.2.4)

ahol A egy tetsz6leges négyzetes matrix, melynek dimenzidja megegyezik az x,y vektorok
dimenziéjaval.
A kvadratikus fiiggvény felirhato egy kompaktabb alakban, ha bevezetjik az
x =" (F.2.5)
y

jelolést. Ezzel a kvadratikus fiiggvény:

|1 A
h=2X [A I]X (F.2.6)

Tovabbra is arra keresiink kritériumot, hogy a fenti kvadratikus fiiggvény pozitiv definit -

azaz ¥V X # 0-ra pozitiv.

Konnyedén lathatjuk (diagonalizaciéval?), hogy a pozitiv definitség elégséges feltétele, hogy

a kozéps6 matrix minden sajatértéke pozitiv legyen. A matrix karakterisztikus egyenlete

1-NI A

A d-ng” 0 (F.2.7)

A blokkmatrixok determinansara vonatkozd azonossagok alapjan a
(1-=MNI-A[|[(1-MNI+A|=0 (F.2.8)
karakterisztikus egyenlet adodik. Az elsé tagbol a
Av=(1-X)v (F.2.9)

sajatértékprobléma adodik. Jeloljiik N-vel az A matrix sajatértékeit. Ekkor teljesiil, hogy

2Kihasznalva, hogy a kdzéps6 matrix szimmetrikus.
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N = (1—X). Mivel a X sajatértékeknek kell pozitivnak lennie, ezért
N <1 (F.2.10)

feltétel adodik az A méatrix sajatértékeire. Az (F.2.8) egyenlet masodik tagjabol hasonloan

a
N> -1 (F.2.11)

feltétel adodik. A kettst Osszevonva kimondhatjuk a kvadratikus fiiggvény pozitiv definit-

ségének feltételét az A matrix sajatértékeivel:

N <1 (F.2.12)

Stabilitas
A 2. kritérium - mely az energia pozitiv definitségét fejezi ki - nem teljesiil feltétleniil - éppen
ebbdl adédik majd az algoritmus stabilitasi feltétele. Ennek részletesebb vizsgilatdhoz

fejtsiik ki a differencia-operatorokat, és rendezziik at a (3.78) egyenletet [6].

At?
Biin = CT'rLMCn + CTn—lMcn—l + QCTn <K2 - M) Cn—1:| (F213)

1
2At2
Hasznaljuk ki ismét, hogy M szimmetrikus és pozitiv definit. Ekkor létezik egy B szintén

szimmetrikus, pozitiv definit méatrix, melyre
M=B"T™B=BB— M '=B"'B! (F.2.14)
Ezzel a helyettesitéssel a b;, energiafiiggvény

Diin = ml—t? [(Be,)T(Bey) + (Bey—1) T (Bey—1)+ (F.2.15)

2(Bc,,)T (BlKBlA2252 - I) (Bcn_l)} (F.2.16)

A zéarojelben a kordbban targyalt kvadratikus fliggvény fedezhet6 fel x = Be,,, y = Bc,,—1
és A = B_IKB_I%2 — I helyettesitéssel. Utobbi matrix sajatértékeire vonatkozik a |\| <
1 feltétel, mely egyben a stabilitasra is feltételt ad. A sajatértékegyenlet:

-1 -1 At2 /
B KB - —I|v=2\Nv (F.2.17)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaldt B~1-el, és rendezziik at:

N +1)

(M 'K) (B v) = 2 o (B7Y) (F.2.18)
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Ez nem mas, mint a M~1K métrix sajatértékegyenlete, ezért vele fogalmazhatjuk meg az

energia pozitiv definitségének feltételét. Jelolje most A’ a MK sajatértékeit. Ekkor

B )\// At2

'
A 2

1 (F.2.19)

mellyel a by;, energia pozitiv definitségének feltétele

N <1=At<

2
oY (F.2.20)
A feltételnek minden sajatértékre teljesiilnie kell, azaz elégséges, ha legnagyobbra teljesiil.

Ezzel megkapjuk az irodalomban is ismert stabilitasi feltételt.

2
A//

max

(F.2.21)

A kvadratikus fliggvény parabolikus jellege miatt Lyapunov stabilitas 3. kritériuma is tel-

jesiil amennyiben a pozitiv definitség is fennal.

F.3. Az E kifejtése

A (6.23) egyenlet alapjan felirhatjuk az E. 3 dimenziés matrix k. métrixat a formafiiggve-

nyek segitségével:

. PN PNT  ?No’NT  _ 9?N 9°NT
Ef = Ny ) Tdo, (F.3.1
¢ /QT zn: Crn N © <8x2 Oy? + oy? 0x? 0xdy 8:68y> cd (F-3.1)

Itt az integralds mar a referenciatartomanyban van, de a deriviltak még a globdlis tarto-

méany felett értendsk. A derivaltak transzformélasat kdvetGen az alabbi eredményt kapjuk:

Ef =37 1€ ((Ber)n + (Bet)? — 2(Eea),) CT (F.3.2)
ahol
(Be1)n = T1(1,1)S4z 441

ST

I
s

I
=3
0
S

&,99,n

I
s

Sis.20.n

P (F.3.3)

T,99,m

I
s
wn

I
=
0]

[
3
0]

jg??gg7n

S

e
A~~~ o~ o~ I~ o~ o~~~ o~
w N R W NN R W N
W W W NN NN = =
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92]

I
3
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(Ee1)n = T2(1,1)Ssz 241
= T5(2,1)8%; 25
=T5(3,1)S%: yom
= T5(1,2)Ssz 4g,.n
= T5(2,2)Szg,29,n (F.3.4)
= T5(3, 2)Sgg,yg,n
= T5(1,3)Ssz,99,n
=15(2,3)Ss5,99.n
=T5(3,3)Sy5.99.m

A T, matrix a (4.57) egyenlet ® méatrixanak els§ és harmadik sorabdl allithato eld:

T, =070, (F.3.5)

A Ty matrix a (4.57) egyenlet ® méatrixdnak masodik sorabol allithato eld:

T, = 070, (F.3.6)
Végiil
. 0*N o°N
= Ny————=-d, F.3.

Ezzel az integralok minddsszesen a referenciatartomany formafiiggvényeivel és azok deri-
valtjaival kifejthetsk.

127



	Kivonat
	Abstract
	Bevezeto
	A hangszintézis módszereinek áttekintése
	Absztrakt szintézismódszerek
	A fizikai alapú hangszintézis módszerei
	Modális szintézis
	Digitális hullámvezeto
	Transzformációs módszer
	Numerikus módszerek


	A hullámegyenlet 
	Jelölések és azonosságok
	A hullámegyenlet peremértékfeladata
	Energiamérleg és veszteségek
	Modális megoldás
	A membrán modális dekompozíciója
	Szabadtéri megoldás

	Bevezetés a végeselem módszer alkalmazásába
	Hibaminimalizálás - Súlyozott residuum elv
	Gyenge alak
	Diszkretizáció
	A végeselem bázisfüggvényei
	A Sobolev tér
	A Dirichlet típusú peremfeltételek érvényesítése
	A referenciaelem
	Megoldás idotartományban
	Stabilitás

	A húr végeselem modellje
	A membrán végeselem modellje

	A Kirchhoff féle lineáris lemez végeselem modellezése
	Anyagparaméterek és fizikai változók
	A Kirchhoff lemez egyenlete
	Peremfeltételek
	Gyenge alak és energiamérleg
	Csillapítás
	Diszkretizáció
	Konvergens bázisfüggvény-rendszerek
	Asszemblálás

	A peremfeltételek érvényesítése
	Implementáció
	Eredmények
	A négyzet alakú lemez
	A kör alakú lemez


	A gerjesztés és a hangsugárzás modellezése
	A gerjesztés egyszeru tömeg-rugó modellje
	Hangsugárzás modellezése

	A von Kármán nemlineáris lemez végeselem modellezése
	A von Kármán egyenletek
	Energiamérleg és peremfeltételek
	Végeselem modell
	Diszkretizálás idotartományban
	A modell további pontosításának lehetoségei

	Összefoglalás és kitekintés
	Irodalomjegyzék
	Függelék
	A peremértékfeladat egyértelmusége
	Az explicit véges differencia módszer stabilitása
	Az E kifejtése


