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Kivonat

Az utébbi egy-két évtizedben a hangszerek fizikai modellezésén alapulé hangszintézis
rohamos fejlodésnek indult. A diplomaterv az akusztikus gitar fizikai modellezésével
foglalkozik, ami lehetdséget ad a gitar hangjanak szintetizalasara. A dolgozatban
eloszor ismertetem a gitar felépitését és a hang keletkezésének modjat. Ezek utan
felvazolom a gitar fizikai modelljét, aminek f6 részei a hirmodell, a testmodell és
a sugarzasmodell. Ismertetem a hiar modellezéséhez hasznalatos technikdkat, majd
leirom a véges differencidk modszerén alapulé megoldast, ami eltér a megszokott
megoldastol, mivel a hir diszkretizacidja térben nem egyenletes. Vizsgalom a mod-
szer numerikus diszperziéjat és stabilitasat. A modell paramétereinek meghataroza-
sahoz méréseket végzek a hurokon: megallapitom a hirok merevségi és csillapitasi
egyutthatoit. Ismertetem a gitaron alkalmazhaté jatéktechnikakat, és ezek megva-
l6sitasat a modellben. A dolgozatot a gitar fedlapjanak modellezési modszerével
folytatom, ami a Kirchhoff-Love-féle lemezelméleten alapszik. Az elmélet kézponti
eleme a lemez differencidlegyenlete, amit kibovitek tovabbi tagokkal, hogy a csilla-
pitast modellezni tudjam. Ismertetem az egyenlet megoldasat a véges differenciak
modszerével, és a peremfeltételek kezelési modjat. Bemutatom, hogy hogyan lehet
tetszoleges alaktl a modellezett lemez, és hogyan lehet a fedlapon talalhaté erdsito
bordazatot kezelni. Osszevetem az irodalombdl szarmazé eredményeket a szimulacié
eredményével, hogy megbizonyodhassak a szimulacié helyességérol. A dolgozat ko-
vetkezd részében a fedlap egyszerti sugarzasmodelljét mutatom be, amit a beépitett
dugattyt modelljébol vezetek le. Admittancia- és hangnyomasmeéréseket végzek egy
gitaron, és Osszehasonlitom az eredményt a szimulalt gitar vonatkozé jellemzoivel.
A dolgozatot a tovabbfejlesztési lehetdségek leirasaval, és a modell altal kibocsatott

hang minoségének elemzésével zarom.

A fizikai gitdrmodellen alapulé szintetizator szoftvert C++ nyelven valdsitottam
meg, ami a fizikai paraméterek leirasabdl és egy kottabol hangfajlt készit. A szoftver
a modell bonyolultsdga miatt nem valos idében miikodik, de tartalmaz egy egysze-

riisitett modellt is, ami valos idében tudja kiszamolni a keletkezett hangot.
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Abstract

In the past few decades, physics-based sound synthesis of musical instruments has
started to evolve rapidly. This thesis is about the physical modeling of the acoustic
guitar, which allows the synthesis of the guitar sound. First, the structure of the
guitar is described and the mechanism is shown how the sound is produced. Next, an
outline of the physical model of the guitar is presented: the string model, the body
model and the radiation model. Various methods are described which are used to
model the string in the literature and then the solution is shown which is based on
the finite difference method. The presented solution differs from the common one,
as the discretization of the string is irregular in space. The numerical dispersion and
stability of the method is also examined. The stiffness and damping factors of the
strings are determined by measurements. Guitar playing techniques are explained,
and their implementation in the model are shown. In the next part of the work,
modeling of the soundboard is described, which is based on the Kirchhoff-Love plate
theory. The main element of the theory is the differential equation of the plate,
which is extended with other factors to model damping. Finite difference method
is used to solve the equation with proper handling of the boundary conditions. An
algorithm is presented which makes the modeled plate to be of any shape. The
struts of the soundboard are modeled by locally altering the physical parameters of
the soundboard. The simulation is validated by using results from the literature. A
simple radiation model is presented which is derived from the model of the baffled
piston. Admittance and sound pressure measurements are taken on a guitar, and
these results are compared with the corresponding parts of the simulated guitar.
In the last chapter, further development possibilities are outlined, and the sound

quality of the model is evaluated.

The presented phyiscal model is implemented as a software synthesizer, written in
C++. The program receives parameters of the physical model and a score, and
creates a wave file. The software does not work in real-time due to the complexity
of the model, but it includes a simplified model which can calculate the generated

sound in real-time.






Bevezetés

Az 1800-as évek elején tobb fontos taldlmany is sziiletett: a galvanelem és a dinamo.
Ezek utan mar nem jelentett gondot a folyamatos elektromos aram termelése. Nem
kellett sokat varni az elsé elektromos médon miikodo hangszer kitaldlasaig: 1876-ban
Elisha Gray megalkotta az elsé szintetizatort [1]: egy elektromos oszcillatort 6ssze-
kotott egy kezdetleges hangszoréval. A hangszert kétoktavos zongorabillentytikkel
lehetett megszolaltatni. A talalmany 10kést adott az elektromos hangszintézisnek,
az elmult 140 évben sokféle elven miikodd szintetizator fejlodott ki. Amidta 1éteznek
szintetizatorok, az 1j hangzasok keresése mellett cél volt mar meglévé hangszerek
hangjanak utdnozasa is. Erre egy igen igéretes modszer a fizikai modellezésen ala-
puld hangszintézis. Ez annyiban tér el a korabbi moédszerektol, hogy nem a hangszer
hangjat, hanem a hangkelté mechanizmust modellezi: a hangszer geometridajabol és
anyagi jellemz6ib6l (fizikai modell) kiindulva szintetizalja a hangot. Az els6 fizikai
modellezésen alapulé szintetizator a Karplus-Strong hirszintézis (1983-ban publikél-
ta Kevin Karplus és Alex Strong [2]): a hiir rezgését egy sz{irén keresztiil visszacsatolt
késleltetovel modellezi. Ennek a médszernek az altalanositasaval alakult ki a digi-
talis hulldmvezetd szintézis (digital waveguide synthesis), amivel hulldmegyenlettel
leirhaté hangszereket lehet modellezni (tipikusan ilyenek a hiros hangszerek). A fi-
zikai modellezés egyik nagy elonye, hogy lehetévé teszi a hangszerek paramétereinek
szabad véltoztatasat anélkil hogy a hangszert le kellene gyartani (pl. kiprébalhato,
hogy milyen hangja lenne egy fémbdl késziilt hegediinek). Tovabbi elénye (megfeleld
minéségli modell esetén) a mindenre kiterjedd élethii hangzas. Ha a hangszer és a
kiilonféle jatéktechnikdk teljeskortien modellezve vannak, akkor a fizikai modellezés

minden esetben szimuldlni tudja a hangszer kiadott hangjat.



Az akusztikus gitar hangjat leggyakrabban hulldmtéabla szintézissel (wavetable synt-
hesis) allitjak el6. Ennek a médszernek a sok elénye mellett (nem igényel nagytelje-
sitményt processzort, tokéletes hang olyan esetekben, amikor a zenész olyan hangot
szeretne, ami el6re fel van véve) vannak hatranyai: sok memériat igényel és a kii-
lonféle jatéktechnikakat csak kortilményesen (vagy egyaltalan nem) tud modellezni.
Manapsag mar elterjedében van a fizikai modellezésen alapul6 gitarhang szintetiza-
lés (pl. Korg OASYS).

A diplomaterv célja fizikai modellen alapul6é akusztikus gitar szintetizator elkészi-
tése C++4 nyelven. Ehhez sziikséges a gitar fizikai modelljének létrehozasa, és ezt a
modellt vezérelni képes kottaformatum kifejlesztése. A fizikai modellben helyet kap-
nak a gitar hangjat leginkabb meghatéarozo elemei (legféképpen a hir, és a kiilonféle
jatéktechnikdk). A dolgozat felépitése a kovetkezO: az 1. fejezet leirja az akusztikus
gitar felépitését, a 2. fejezet foglalkozik a hir, a pengetd, és az ezekhez kapcsolodo
jatéktechnikak modellezésével, a 3. fejezet leirja a gitar fedlapjanak és a hang su-
garzasanak modelljét, a 4. fejezet Osszehasonlitja a modellt egy valodi gitarral, az
5. fejezet foglalkozik a modell vezérlésének leirasaval és a 6. fejezet Osszefoglalja az

eredményeket, és a lehetséges tovabbfejlesztési lehetdségeket.



1. fejezet

A gitar felépitése

Az 1.1 dbran lathato az akusztikus gitar felépitése. A gitar legnagyobb része a test,
melyhez csatlakozik a nyak, aminek a végén talalhaté a fej a hangolékulcsokkal. Az
alsé és felsé nyereg kozott hat hir fesziil, amiknek a gerjesztésével (pengetésével)

szolal meg a hangszer.

1.1. A test

A gitar hangjanak egyik f6 meghatarozéja a test. F6bb részei a fedlap, hatlap és a
gitar oldala. A fedlapon talalhaté a hanglyuk és a harlab. A hurok a harlabon ke-
resztiil kapesolédnak a fedlaphoz. Mivel a fedlap vékony (2-4 mm), ezért bordazattal
van megerositve, hogy ellen tudjon allni a hirok huzoéerejének. A fedlap altalaban
lucfeny&bél vagy cérdusbdl, a hatlap és az oldal pedig valamilyen keményfabdl (pl.

mahagéni) készil.

A test a hurok rezgését erdsiti fel: a hirok rezgése a hurlabon keresztiil a fedlapra
csatolodik, a fedlap rezgése pedig az oldallapon és a testben 1évo levegén keresztiil
jut el a hatlapig. A kibocsatott hang harom f6 helyrél szarmazik: a fedlap (a ma-
gas frekvencidk szarmaznak innét), hatlap (alacsony frekvencia), és a testben rezgd

levegé (alacsony frekvencia), ami a hanglyukon keresztiil csatolodik a testen kiviili

3
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1.1. abra. Az akusztikus gitar részei



levegéhoz [5].

1.2. A nyak

A nyak a gitar testéhez ragasztassal van rogzitve. A nyakon talalhatoé a fogdlap,
amin az érinték (mas néven bundok) helyezkednek el. A gitdr nyaka a fejben vég-
z6dik, ide csatlakoznak a hirok a fels6 nyergen és a hangoldkulcson keresztil. A
hangolokulccsal lehet szabalyozni a hurok feszességét és ezaltal a hirok alap hang-
magassagat. A fogblapon talalhatéak a érintok, amikhez hozzaszoritva a hart, a hiar
rezgb hossza valtoztathato, ezaltal kiilonféle hangmagassagok szolaltathatdéak meg.
Mivel a gitdr kromatikus skalat hasznalé hangszer!, ezért az érinték exponencidlis
jelleggel helyezkednek el a fogdlapon?: d, = (1 —2*/'2)L (d, az z-edik érinté tavol-
sdga a felsé nyeregtdl, L a hiurok befogott hossza). Mivel a nyak vékony és a hturokat
nagy feszitGerével kell meghtizni, ezért sziikséges lehet a nyakat megerdsiteni fém

merevitépalcaval.

1.3. A huarok

Az akusztikus gitaron altalaban 6 hir van, amelyek kiillonb6z6 vastagsagiak, befo-
gott hosszuk 65 cm. A vékonyabb hurok egy szalbdl allnak, a vastagabb huroknél
a szalra rd van tekerve egy masik szal is, hogy a hur nehezebb legyen (igy mélyebb
hangja lesz), ugyanakkor hajlékony maradjon. A gitar a hurok gerjesztésével szdlal
meg. Ha egy hurt megpengetiink, a pengetés helyétol kiindulva mindkét iranyban
elindul egy hulldm, ami a hir végzédésein (also és felsé nyereg) visszaverddik fordi-
tott polaritassal. Ezeknek a hullamoknak az interferencidjabdl a huron alléhullamok
(1.2 dbra) alakulnak ki. Ezen all6hullimoknak van alapfrekvencidja, és felharmoni-
kusai (a felharmonikusok frekvencidja az alapfrekvencia egész szdmu tobbszorosei).
Az rezgés alapfrekvencidja fligg a hir tomegétol és feszességétol, amit gitar hango-

laséval lehet beallitani. A leggyakoribb gitarhangolast mutatja az 1.1 tdblazat 10-es

lez azt jelenti, hogy a szomszédos hangok kozotti frekvenciahanyados mindig 21/12

2a htirok rezgési frekvenciaja forditottan ardnyos a hosszukkal



K6d | Hang | Frekv. (Hz) | Atméré (mm) | Feszitéer6 (N) | Lin. sfirtiség (g/m)
PLO10 E 329.63 0.254 72.09 0.3881
PL0O14 B 246.94 0.356 79.21 0.7607
PB023 G 196 0.584 124.16 1.8923
PB030 D 146.83 0.762 120.6 3.2692
PB039 A 110 0.991 113.03 5.453
PB047 E 82.4 1.194 92.11 7.9345

1.1. tablazat. Egy tipikus hangolds. A kdd jelentése és az értékek [3]-bdl szarmaznak

1.2. 4bra. All6hulldmok elsé harom harmonikusa,

D’Addario fémhurokkal (a hirok &ltaldban fémbél vagy nylonbdl kesziilnek). Az

egyes hurok nem csak a tablazatban megadott hangmagassiagon tudnak megszolal-

ni: a gitaros kiillonféle technikdk alkalmazéasaval valtoztathatja a kiadott frekvenciat:

a hirt az érint6hoz hozzaszorithatja (ezaltal megvaltoztatja a hir rezgd hosszat, ami

a hangmagassdg emelkedésével jar), a lefogott hurt megnytjthatja (ezaltal a feszi-

téeré megné, ami szintén a hangmagassdg emelkedésével jar), ill. megsziintetheti

a rezgés alacsonyabb harmonikusait, ha az ujjat finoman egy duzzaddhelyre teszi

(iiveghang). A hirok elhanyagolhaté mértékben jarulnak hozza a hangnyomaéshoz,

a f6 hangkibocsato rész a hangszer teste.




1.4. A modell

A gitar mindenre kiterjedé modelljének elkészitése meghaladja a diplomaterv kerete-
it, ezért csak a legfontosabb elemek kertilnek bele a modellbe. A hirok modellezésére
nagy hangsulyt fektettem, a hir lehetséges négy rezgési modja (két transzverzalis,
egy longitudinalis és egy forgési) koziil kettét modellezek (a két transzverzalis rez-
gést, gitarnal ezek a lefontosabbak). A hurokon elvégezhetd kiilonféle jatéktechnikak
kozil a legtobbet modellezem. A hur és a hirldb kozotti interakcidt csak elnagyol-
tan modellezem: a hur-hurldb csatolasnak egy egyszeriibb modelljét készitettem,
tovabba nem foglalkozom a hurok kozotti csatolassal. A gitar testébdl csak a fedla-
pot modellezem, a gitar oldalfalaval, hatlapjaval, és a testben rezgé levegével nem

foglalkozom. A fedlap hangsugarzasahoz egy egyszertibb modellt hasznaltam.






2. fejezet

Hurmodell

2.1. Modellezési modszerek

A hiirok rezgését tobbféle modszerrel modellezhetjiik [4]: tomeg-rugd hélézattal, di-
gitalis hullamvezetovel, modalis szintézissel, vagy a hiregyenlet numerikus megolda-
saval (pl. véges differencidk médszere). A modellezésre a véges differencidk médszerét

(VDM) vélaszottam, ezért a tobbi modszert csak roviden ismertetem.

2.1.1. Tomeg-rugé halézat

A tomeg-rugo halozat a hurt rugdkkal 6sszekotott tomegpontokkal és viszkozus csil-
lapitassal' modellezi. A tomegpontok mozgaséat analitikusan, vagy pl. véges differen-

cidk modszerével lehet kiszamolni. A 2.1 abran 1évo halézatra felirhaté egyenletek:

Lolyan csillapitds, ahol a csillapité eré nagysaga egyenesen ardnyos a mozgas sebességével



S

Pput)  —fPO)+ 0+ A4

(%2 N mq ’
Ppa(t) _ —f5(1) + f5(1) + f5(t)
8t2 N mo ’

ahol £ a ragé altal kifejtett erd, k¥ rugéallandé, [ a rugd hossza, f# a csillapitas altal
kifejtett erd, k¥ a csillapitasi tényezd, p; és pa my és my pozicidja, ps S; baloldali
pontja, pp S3 jobboldali pontja, pc R; talppontja, pp Rs talppontja és ||z|| az z
vektor hossza. Ezeket az egyenleteket megoldva eléallithatd my és mo mozgasgorbéje.

A tomegpontok szaméanak novelésével a modell konvergél a hir egyenletéhez [5].

2.1.2. Digitalis hullamvezeto

Egy szabadon rezgé idedlis hir mozgasa felirhaté az egydimenzids hullamegyenlettel

[4]:
Pw(x,t)  ,0%w(x,t)
o O o (2.)

10
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2.2. dbra. Lezart hur egyenletének megoldésa hullamvezetovel

—~

ahol w(x,t) a hir kitérése (z a hiron egy hossziranyt pozici6 és t az id6), ¢ pedig a

hulldmok terjedési sebessége. A (2.1) egyenlet megoldédsa a d’Alembert formula:
w(z,t) =w,(t —x/c) +w(t+ z/c),

ahol w, és w; barmilyen, kétszer differencidlhat6 fiiggvény (ezen fiiggvények alakja
a gerjesztéstél figg). A (2.1) egyenlet megoldhaté diszkrét idétartomanyban kis

szamitasigénnyel (sziikséges feltétel, hogy w, és w; ne tartalmazzon a mintavételi

« /e

w(z,t) =w.(t —x/c) +w(t+ z/c) = w,(nT — kX/c) +w(nT + kX/c),

= w,(T(n — k) +wi(T(n + k)),

ahol X = T véalasztéassal éliink (T a mintavételi id6, n a diszkretizalt id6 és k a

diszkretizalt pozicid). Mintavételezve a jeleket:
w(kX,nT) =w (n—k)+w (n+k),

ahol wt (i) = w,(Ti) és w (i) = w(T7). wh és w™ realizdlhatd egy-egy késleltetd-
vonallal. A késleltetévonalakba sziiréket iktatva modellezheté a csillapitas és a disz-
perzié? is. A htirokon terjedd hullimok merev befogds esetén polaritast valtva vissza-
verédnek. Igy a 2.2 4brdn lathaté struktirdval megoldhatjuk a lezart hir egyenletét
(H(z) reprezentalja a végeken vald visszaverddést, csillapitast és a diszperziot). A
hullamvezetovel valé modellezés gitar esetében koriilményesen alkalmazhatd, mivel a
jatékos a hur rezgésének frekvenciajat tudja valtoztatni a hiur lefogasaval, nyijtasa-

val. Ezt a digitalis hullamvezet6 technikaval csak koriilményesen lehet megvaldsitani.

2eltérd frekvencidju hulldmok eltérd sebességgel kozlekednek
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2.1.3. ModaAlis szintézis

A hur egyenlete linearis homogén parcidlis differencidlegyenlet konstans egyiittha-
tokkal. Az ilyen tipust egyenletek megoldasaira igaz, hogyha f,(z,t) és fy(z,t) ki-
elégiti, akkor ¢, f.(z,t) + e fo(x,t) is megoldas (ahol ¢, és ¢, tetszéleges konstans).
Mivel folytonos periédikus fuggvénynek létezik Fourier sora (ami egy 6sszegzés), ha
Fourier sor egy-egy tagjara ha megoldjuk (2.1)-t, akkor az dsszegzett tagok kiadjak
a megoldast. A hurt kovetkezdképpen tehetjik periddikussa: ismételjiilk meg hurt
tiikrozve az x tengelyre, majd az igy kapott dupla hosszi hirt ismételjik meg vég-
telenszer. Ezaltal a hir paratlan és periodikus fiiggvénnyé valik, aminek a Fourier

sora:

(o) = 3 (1) s (7). 2.2

ahol yx(t) a t id6pillanathoz tartozé k-adik médus amplitidéja és L a hir hossza.

Az yi(t) sin(kmx /L) tagot behelyettesitve (2.1)-be, a kovetkezé differencidlegyenletet

Ay () + Ryt <k7r>2 —0.

kapjuk:

dt? L
Ezt az egyenletet az y;(0) ismeretében (yx(0)-t a hir kezdeti alakjabdl lehet sza-

molni) analitikusan meg lehet oldani [6], igy a hiregyenletet megoldasa az yy(t)-k

behelyettesitése a (2.2) egyenletbe.

2.1.4. Véges differencidk modszere

A hur (2.1) parcialis differencidlegyenletét numerikusan megoldhatjuk a véges dif-
ferencidk modszerével. Az eljaras lényege, hogy az id6ben és térben folytonos val-
tozdkat diszkretizaljuk, a parcialis derivaltakat differenciaval kozelitjik. Példa egy
parcialis derivalt kozelitésre:

~
~

ot At

A numerikus eljaras iterativ jellegli: a kezdeti feltételekbdl a differenciaegyenlet
segitségével kiszamolhatoak a kovetkezo idopillanatbeli valtozok értékei, majd az

egyenletet Ujra és tjra felhasznalva szamolhatbak a tovabbi idépillanatokhoz tarto-
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z6 valtozok. A derivaltak kozelitését tobbféleképpen elvégezhetjiik, ezaltal kilonbo6zo
megoldasi modszere lehet a diszkretizalt egyenletnek. Ha a diszkretizalt egyenlet a
(2.3) alakot veszi fel (z a diszkretizélt valtozd, L lineédris operator, i az id6pillanat
indexe), akkor explicit mddszerrdl, ha pedig a (2.4) alaki, akkor implicit médszerrdl
beszéliink.

o =L .. ") (2.3)

o =LY .. 2" (2.4)

A VDM alkalmazasanal vizsgalni kell a modell stabilitasat, mivel stabil fizikai rend-
szernek is lehet instabil modellje. Az implicit Euler médszer elénye, hogy altalaban
stabilabb szimuldciét eredményez, viszont hatranya, hogy bonyolultabb és nagyobb

szamitéasi kapacitast igényel.

A médszer elonyei:

e a plusz tagokkal (csillapitds, merevség) rendelkezé differencidlegyenletet is meg
lehet oldani vele

e a diszkretizacionak nem kell egyenletesnek lennie

e a hur pontjainak koordinatai megjelennek a szimulacioban, amiket médositani

is lehet (pl. iitkozés az érint6vel)

2.2. A har differencialegyenlete

Egy szabadon rezgd hur mozgasat felbonthatjuk két transzverzalis és egy longitudi-
nalis komponensre. Ebben a dolgozatban azonban csak a két transzverzalis kompo-
nenssel foglalkozom, a longitudinalis komponenst figyelmen kiviil hagyom. Figyel-
men kiviil hagyom tovabba a hir rezgésébol, pengetésébdl adodo feszitdero valtozast
is, mivel mértéke elhanyagolhat6 (egy 65 cm-es hiron, ha 5 mme-es kitérést okozunk
a hir végétol 10 cm-re, akkor a feszitéeré 0.023%-kal né meg). A transzverzalis

komponensek kozotti csatolassal sem foglalkozom.

A szabadon rezgd hur differencidlegyenlete [4]:

PPw(x,t) T82w(x,t)
o dz? 7’
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ahol w a hur kitérése (m), 7' a feszitéeré (N), x a hdr hosszirdnyt pozicidja (m),
p a hur linedris stirtisége (kg/m) és ¢t az id6. Azonban ahhoz, hogy a gitarhdr jo
modelljét kapjuk, az egyenletet ki kell boviteni tovabbi tagokkal, hogy figyelembe

vegye a kovetkezoket:

e kozeg miatti frekvenciafiiggetlen csillapitas

e anyagban fellépo belsé surlodas miatti frekvenciafiiggd csillapitas

e anyag merevsége miatti inharmonicitds®. A merev hir modelljét a hir és a rid
modelljének osszehdzasitasdbol nyerjiik [10].4

e kilso er6hatasok

Az egyenletet kiegészitve az 1j tagokkal a kovetkezét kapjuk [6]:

Pw(z,t) Tﬁzw(ac, t)
o Ox?

ow(zx,t)

3 4
Pw(z,t) Ela w(z,t)
ot

otox? or4

—bip + bapu + F(x,t),
(2.5)
ahol b; a frekvenciafiiggetlen csillapitdsi tényezd (s71), by a frekvenciafiiggd csilla-
pitdsi tényezd (m?s71), FE az anyag Young modulusza (Pa), I a feliileti nyomaték
(m*), F(z,t) pedig a kiilsé er6hatas. Korlap keresztmetszet{i radndl I = wr*/4 ahol

r a korlap sugara.

Ahhoz, hogy a (2.5) egyenletet megoldhassuk, sziikség van kezdeti- és peremfelté-
telekre. A kezdeti feltétel, hogy a hir nyugalomban van (a gerjesztést az F' taggal

fogjunk végezni):
w(xz,0) =0 és (‘310(81;,0) = 0.

A peremfeltételnek gitarhir esetében a csuklds tamasz

O?w(z,t)

w(0,t) = 97

=0 és w(L,t) =

x=0 =L

megfelel6 vélasztas (L a har hossza).

3az anyag merevsége miatt a nagyobb frekvencidji hullimok gyorsabban terjednek a hitirban,

ezaltal a médusok frekvencidja nem egész szamil tObbszorose lesz az alapfrekvencidanak

1A rtd rezgésének egyenlete [5]: azzg N — _pBrI %
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2.3. Diszperzio

Az idedlis hullimegyenlet (2.1) megoldasa két ellenkezd irdnyban, konstans sebes-
séggel kozlekedo fiiggvény szuperpozicidja. A kiilonb6zo frekvenciaju komponensek
azonos sebességgel kozlekednek, a két fiiggvény alakja a mozgas kdzben nem valtozik,
nincs diszperzié. Ezt ellendrizhetjiik, ha az egyenletbe behelyettesitjik a kovetkezo

tesztfiiggvényt (az irodalomban ezt ansatz-nak is nevezik) [7]:
w(z,t) = eotHiwithe) (2.6)

Ez a helyettesités egy id6ben exponencidlis lecsengésii (o < 0 esetben), szinuszos
jellel probalja megoldani az egyenletet. Az wt + Pz kifejezés a jel fazisa. Tegyiik
ezt a fazist egy konstanssal egyenlévé (példaul 0-val), ezzel Gsszefiiggésbe keriil a jel
térbeli terjedése (x) az idével (t). Azaz ha eltelik valamennyi id6, meghatérozhato az
az z, ami a jelnek ugyanahhoz a fazisdhoz tartozik (az adott idé alatt a jel mekkora
tavosdgot tett meg). Szdmolhatjuk 7-t, ami a jel terjedési sebessége (ezt hivja az

irodalom féazissebességnek):

x w
t+fr=0==~=—-.
wt + fx ;

Helyettesitsiik be (2.1)-be (2.6)-t, a kovetkezé eredményt kapjuk:

B = *tec. (2.7)

Azaz a korabbi allitasunkat igazoltuk, a terjedési sebesség fiiggetlen a frekvenciatol.

Ha ugyanezt az eljarast alkalmazzuk (2.5)-re, egy komplex valtozds egyenletet ka-

punk, aminek eloszor a képzetes részét megoldva a kovetkezot kapjuk:

_b1 + by 32
—s

Majd ezt behelyettesitve a valés rész egyenletébe, a kovetkez6 Osszefiiggésre jutunk:

EI 1 T 1 b?
w== 54 7—*13% +52 *—*blbg —*1
1 2 w2 4
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Azaz a csillapitési tényezok és a merevségért felelés tag is diszperziot okoz (ha eze-
ket nullara allitjuk, visszakapjuk (2.7)-t). A csillapitasi tényez6k értékei jellemzéen
kevésbé befolydsoljak w értékét a gitar esetében (a tipikus értékek megtaldlhatboak

a 2.4 fejezetben), igy ezeket el lehet hanyagolni:

+ = (2.8)

Tovabba gitar esetében a merevségért felelos tag kisebb [ esetén elhanyagolhato
moédon jarul hozza a frekvencia emelkedéséhez (errél a 2.7 fejezetben lehet olvasni),
ezért a kisebb indexii felharmonikusok frekvencidja az alapfrekvencia egész szamu
tobbszorosének tekinthetd (a mélyebb, merevebb hirok hangzdsdban viszont szerepe

van, mivel ,fémes” hangot ad a hdroknak).

2.4. Paraméterek meghatarozasa

Ahhoz, hogy a hir egyenletét numerikusan megoldjuk, sziikségiink van az egyen-
letben szereplé paraméterek meghatarozasara. FEzek koziil a p, T' tipikus értékei az
1.1 tablazatbol kiolvashatéak. Ugyanakkor, ha ezeket az értékeket kozvetlentil fel-
hasznaljuk, a keletkezé modellben a hirok kicsit el lesznek hangolva. Ezért, ahogy
a valés gitart, a modellt is be kell hangolni a T értékének pontos bedllitdsaval. Az

alapharmonikus térbeli egyenlete:
a(z) = Im{e? T}, z =[0..1].

Azaz a diszperziénél latott § értéke /L, amit ha behelyettesitiink (2.8)-ba, meg-

kapjuk az alapharmonikus koérfrekvenciajat:

w |m2El N T
LV L’ p
A T-t kifejezve az F kivant frekvenciaval:

s m?EI

T =4p(FL) —
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Ebben a képletben az els6 tag a hangsulyos, EI tipikus értékeinél a masodik tag
elhagyhat6 (T értékében jellemzéen kisebb, mint 0.01%-os kiilonbséget okoz):

T = 4p(FL)%

Ennek a képletnek az alkalmazasa a mély E hirra 7' = 91.046-ot eredményez, mig
[3] T'= 92.11-et kozol.

Az EI tagot szdmithatjuk az egy szélat tartalmazé hirra az EI = Enr'/4 képlet
alkalmazasaval (E tipikus értéke acélra 200 GPa). A két szdlat tartalmazé hirra
azonban ez a képlet nem alkalmazhato, hiszen ezek a hiirok nem kozelithetoek egy
vékony ruddal. Ezért az ET tag értékét méréssel hataroztam meg: egy sajat silya

alatt meghajlé rud lehajlasa [8]:

4
o)=L
ahol y() a lehajlas, [ a rud hossza. A kévetkezd mérést végeztem el: a mély E hur
kilonbo6z6 hosszisagu részét vizszintesen befogtam, és mértem a lehajlasat. A mé-
rést tobbszor meg kellett ismételnem a hurt hossztengelye koriil elforgatva, mivel
a hurok alapallapotban sem egyenesek teljesen (ennek az az oka, hogy a kereske-
delemben kaphato hurokat feltekerve taroljak, és a gitaron tobb honapig fent 1év6
hirok sem egyenesednek ki teljesen). A mérési eredmények lathatéak a 2.3 dbran:
egy pont egy mérési eredményt jelez (egy hosszhoz t6bb mérési eredmény tartozik a
korabban leirt forgatas miatt). Az igy kapott mérési adatokra raillesztett negyedfo-
ki gorbébél (y(1) = cl*) EI meghatarozhaté (E1 = £): ¢ = 7.544, ET = 0.000131
(= 7.9345 g/m mellett) adodik. Hogy a mérés helyességét ellenérizzem, elvégeztem
azt az egy szalbdl all6 G hirra is. Ennek eredménye talalhato a 2.4 abran. A ne-
gyedfoki illesztés eredménye: ¢ = 0.413, E1 = 0.000572 (x = 1.8923 g/m mellett), a
EI = Emrt/4 képlettel szamitds ¢ = 0.463, EI = 0.00051-t ad (PL016-s htrra [3]),

tehat meglehetdsen jo egyezést kapunk.

A by és by értékeit méréssel lehet meghatarozni. Ezen csillapitasi tényezdk fiiggnek a
kozegtol (levegd), a vizsgalt hiurtdl (pl. mennyire van elhasznalédva) és a hirok be-
fogasatol: a végzodéseken energia csatolédik az also és felsé nyeregre. Ennek az ener-

gidnak a mennyisége fiigg a gerjesztés sikjatol: a fedlappal parhuzamosan gerjesztett
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hirok lecsengési ideje nagyobb, mint a merdlegesen gerjesztetté [5]. A csillapitasok
meghatarozasahoz meg kell vizsgalni, hogy a by és by paraméterek pontosan milyen
lecsengést eredményeznek, majd pedig méréseket kell végezni egy adott hiiron, hogy
meghatarozhassuk a paramétereket. Mivel a hiiregyenlet megoldasabol szarmazo le-
csengés nem lesz tokéletes mésolata a fizikai hirnak (mivel ahhoz tobb paraméter
szitkséges), ezért a legkisebb négyzetes hiba elvét haszndlva fogom meghatarozni a

paraméterek értékeit.

A diszperzi6 vizsgalatanal mar kaptunk egy eredményt, ami mutatja, hogy a hur-

egyenlet milyen lecsengést okoz:

w(x’ t) — eat+i(wt+ﬂx)’

by by
—

Tehat a lecsengés jellege exponencialis, ahol b frekvenciafiiggetlen, a by pedig a
frekvencia négyzetétol fiiggd lecsengést okoz. A gitaron fent 1évé hur lecsengését
vizsgaljuk: azért fontos, hogy a hur a gitaron legyen, hogy figyelembe tudjuk ven-
ni a csatolasokon fellépd veszteségeket. Egy lehetséges mérési modszer a kovetkezo:
mikrofont tesziink a hurhoz kozel, majd a hirt gerjesztjik a hiarlabhoz kozel (hogy
a felharmonikusok is nagy amplitidéval legyenek jelen a jelben), a kibocsatott han-
got felvessziik mikrofonnal és digitalis jellé alakitjuk. A mérésnél feltételezziik, hogy
a digitalizalt jel linearis kapcsolatban &all a hir rezgésével: a levegd atviteli fiigg-
vénye jo kozelitéssel linearis kis tavolsdgokra, a mikrofon tipusat pedig az alapjan
valasztottam ki, hogy minél egyenesebb amplitudékarakterisztiaja legyen (Behringer
ECMS8000, 50-4000Hz k6zott egyenesnek tekinthet) A mikrofont kozel tettem a hir-
hoz (1 cm), a harmadik érinté {6lé. Ezt a poziciot két okbdl valasztottam: egyrészt
a mikrofonnak érdemes minél kozelebb lennie a hirhoz, hogy a jel/zaj arany a lehe-
t6 legjobb legyen, masrészt a poziciénak olyannak kell lennie, hogy az alacsonyabb

Ly

mopontjaitol tavol legyen, és a duzzaddpontok se legyenek tulsdgosan tavol.

Ahhoz, hogy a csillapitast kozelithesstik, elé kell allitani a hir harmonikus frekven-
cidainak amplituidogorbéit az ido6 fiiggvényében. Ezt a kovetkezd mddon tettem meg:

a mikrofon jelét megszoroztam e/27" jellel, ahol ¢ az id6, n a vizsgdlt harmonikus
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szama (1 az alapfrekvencia, 2 az elsé felharmonikus, stb.) és a az alapfrekvencia. Ez
a szorzas a jelet frekvenciatartomanyban konvolvalja —na-ban és na-ban levé Dirac-
impulzussal, tehat a jelnek az na frekvenciaju komponense két helyre ,,mozdul el”:
a nullaba, és 2na-ba. Emiatt, ha a szorzat eredményét megsziirjik egy alulatereszto
sziirovel, akkor megkapjuk az eredetileg na-ban 1év6 jel amplitidogorbéjét. A szilirés-
hez 3 pélusu Butterworth szlirot hasznaltam, a sarokfrekvenciat 10 Hz-re allitottam.
Az igy kapott amplitudogorbéket kell kozeliteniink, azaz meghatérozni azt a by és

b paramétert, amire a kovetkezod négyzetes hiba a legkisebb:

6 5 )
E— Zl (/0 (670.5(b1+b2(’2—”) y fn(t))2dt> |

ahol F a minimalizalandé hiba, L a htr hossza, f,, a mért jel n-adik harmonikusanak
amplitidégorbéje. A hiba minimalizalasakor az els6 6 harmonikus els6 5 masodper-
cét vettem figyelembe, mivel ezen a tartomanyon kivill mar igen rossz a jel/zaj
arany. A hiba minimalizalasat elvégezhetjiik tigy, hogy vessziikk F logaritmusat, igy
a feladat megoldhaté linedris regresszioval. Ez a megoldds azonban felerdsiti a kis
jeleket, és rossz kozelitést kapunk a t < 1 s tartomanyban. Egy megoldas lehetne
erre a problémara, hogy sulyozva kozelitiink, de inkdbb mas egyszerti megoldast
kerestem a problémara, amivel az eredeti, nem linearizalt térben minimalizdhatjuk
E-t. Mivel a keresési tér csak két dimenzids (by és by értékét kell meghatédrozni),
egy egyszerii kimerité keresést alkalmaztam a by = [0;2] x by = [0; 1] térben, a val-
tozok értékét 0.001-es lépéskozzel léptetve. Az eredmények megtekinthetéek a 2.5
abréan (az amplitidétengelyt normalizdltam a fiiggvény kezdé értékére), ami a mély
E hur f, jeleit és ezek kozelitését abrazolja, a fedlappal parhuzamos gerjesztés ese-
tén. A kozelités eredménye ebben az esetben by = 0.536 és by = 0.018. Ha a hurt
merdlegesen gerjesztjiik, akkor a 2.6 dbran lathaté eredményt kapjuk: b, = 1.08 és
by = 0.014 értékek adodddnak. Ezek az eredmények igazoljdk [5]-ban leirt jelenséget:
a fedlappal parhuzamosan gerjesztett hirok lecsengési ideje valéban nagyobb, mint

a merélegesen gerjesztetté.

Természetesen ezt a mérést el kell végezni mind a hat hurra, mivel killonbo6z6 by és

by értékeket kaphatunk.
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2.5. A differencialegyenlet numerikus megoldasa

A hir egyenletének megoldasahoz a véges differencidk médszerét (VDM) vélasz-
tottam. A moddszer alapgondolata, hogy a megoldési tartomanyt idoben és térben
diszkretizaljuk véges szamu pontra és a parcidlis derivaltakat kozelité szamitéssal
allapitjuk meg (pl. Taylor sorfejtés segitségével). Az egyes tagok diszkretizalasa-
ra tobbféle lehetdség létezik. Olyan kozelitéseket valasztottam, amik explicit Euler
modszerrel megoldhato egyenlethez vezetnek. Ennek lényege, hogy az 1ij idopillanat-
hoz tartoz6 pontok értéke explicit modon ki van fejezve a korabbi idépillanatokhoz
tartozé pontok értékeivel. Legyen N a pontok szdma, d; (i = [1..N —1]) az i+ 1 és i-
edik pont kozotti tavolsag, wi™” pedig az i-edik pont kitérése a m-edik idopillatatban,

z; az i-edik pont z koordinataja (v; = S0} di).

(2.5)-t diszkretizalva a kovetkez6 eredményt kapjuk (a levezetés a B. fiiggelékben
taldlhato):

o g —24ETA#
TP pdio(diny + diso)(di A diy + dimo)(di + digy + dioy + dio)
L 2AL(T AL + pbs) 24 E 1At
w -
T\ pdisi(dimy +d;) T opdi—odii (di 4+ diz1) (di + dier + diy)
_ 2
(2 b At — 2AL(T At + pby) 24E 1At
pd;—1d; p(di—g + di—1)d;—1d;(d; + dit)
L 20t (T AL + pbs) 24ETAL?
o pd;(di—y + d;) p(dicy + dimo +d;)(dimy + d;)didigq
o —24EIAP? (2.9)
w; :
diy + dio +di +dia)(disy + di + dig)(di + div)dia
—2by At
m—1 2
iy di—1(di—1 + d;)
2b, At
ml (] 4 b A+ 22
+ w; ( + 01At + 4.
P —2by At
wh
Hdi(dioy + dy)
2A?
+ F" t

Cop(diy + di).
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Az egyenlet viszonylagos bonyolultsdgat az okozza, hogy a pontok térben nem egyen-
letesen helyezkednek el. A w!"™! szdmoldsanal vannak specidlis esetek: w, és wy-t

nem kell szamolni, mivel a peremfeltételekbdl az értékiik mindig nulla. A wj ™ és

wit] szdmolasanal szitkség van olyan w™ pontokra, amikre az i kiviil esik a [1; N]
tartoméanyon. Ezt gy oldhatjuk meg, hogy virtudlis pontokat vesziik fel (wy és
wn+1), amiket a derivaltak kozelitéseibél és a peremfeltételekbdl szamitunk. A hir

x = 0 pontjara felirhatjuk a kovetkezo kozelitést:

0*w wy — 2wy + Wy
ox? | Ax? '

=0

A peremfeltételekbdl tudjuk, hogy ennek a derivaltnak az értéke nulla, azaz:

wo — 2wy + wy

Ax?

=0.
A w értéke a peremfeltételek miatt 0, ezaltal kifejezhetd wy értéke:

Wy = —Wa3.

A wyyq értékét hasonldéan lehet meghatarozni: wy, 1 = —wy_1.

Térben a diszkretizaciot specidlisan kell elvégezniink: mivel a fogélapon az érinték
exponencidlisan helyezkednek el (ezdltal a pozicigjuk nem egy kis A szdm egész
szamu tObbszorose), célszerli a hirt is exponencidlis jelleggel diszkretizalni gy, hogy
minden érinté pozicidhoz tartozzon egy pont. Igy a lefogott hirnak pontosan a
megfelel6 hosszisagn része tud rezegni. Ezt tgy érhetjiik el, hogy el6szor az érinto
poziciokhoz tesziink pontokat, majd pedig tovabbi pontokat tesziink le az érinté
poziciok kozé linearisan elosztva gy, hogy a pontok eloszlasa nagyjabol homogén

legyen (az érinték tavolsdgaval linedrisan ardnyos szamu pontot kell letenni).

transzverzalis komponenshez. Tovabbiakban a fogélapra merdleges iranyt Y-nak, a
parhuzamost pedig Z-nek, az Y iranyd w;-t y;-nek, a Z irdnyu w;-t pedig z;-nek

fogom nevezni.
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2.6. A numerikus megoldas konvergenciaja

A diszkretizalt differencidlegyenlet nem minden esetben konvergens®. A konvergencia
vizsgalatdhoz egy jol hasznalhat6 eszkoz a Lax-Richtmyer tétel [9], amely kimondja,
hogy egy konzisztens® véges differencia médszer akkor és csak akkor konvergens, ha
stabil.

Mivel a (2.9) differencidlegyenlet konzisztens, a stabilitast kell csak megvizsgal-
nunk, amire egy lehetséges mddszer a von Neumann analizis [9]. Az eljards 1ényege,
hogy a differenciaegyenletet Fourier transzformaljuk x szerint, majd a @™ (w) =
g(w)w™(w) helyettesitéssel élink (w-nek a Fourier transzformaltjat w-vel jel6lom),
A helyettesitésnek az az értelme, hogy ezzel megkapjuk azt a g(w) fiiggvényt, ami
két idépillanat kozott leirja az egyes frekvencidk valtozasat. Ha |g(w)| egy adott w
értéken nagyobb, mint egy, akkor a vizsgalt egyenlet nem stabil, mivel a jel w frekven-
ciaju komponense a végtelenségig noni fog. Ezek alapjan a differenciaegyenlet akkor
stabil, ha |g(w)| < 1 minden w-ra [9]. Kozvetleniil nem alkalmazhatjuk a maddszert
(2.9)-re, mivel z-ben a diszkretizdcié nem egyenletes. Ezért a d = min(d;) valasztés-
sal egyenletesen diszkretizaltta tettem az egyenletet. Ennek a lépésnek nincs meg a
matematikai megalapozottsidga’, de a gyakorlatban miikodni latszik: ha az egyenle-
tesen diszkretizalt verzié stabil, akkor az eredeti egyenlet is az. A (2.9) egyenletet

felirva a kiilonb6z6 d; értékek helyett d-vel a kovetkezot kapjuk:

wih = Ko(wiy +wily) + Ka(wy + wity) + Kow + Ka(wiy" +wi7') + Kyw" ™,

(2.10)

5a konvergencia azt jelenti ebben az esetben, hogy ha a At és Az tart a nulldhoz, akkor a
diszkretizalt w!™ tart a w(iAz, mAt)-hez

ez azt jelenti, hogy a differenciaegyenletben, ha a At-t és Az tart a nulldhoz, akkor ,vissza-
kapjuk” a differencidlegyenletet

"kerestem az irodalomban ilyen irdnyt eredményeket, de sajnos nem talédltam
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ahol a K konstansok értéke a kovetkezo:

EIAt?
K= -—""
0 ,Uzd4 )
At(TAt b AFETAt?
K, = (TAt + pb,) n ’
pd? pd*
2At(TAt + pby)  6ETAL?
Ky =2 —bAt — —
2 1 ,ud2 ILLd4 )
—by At
K3 - d2 )
2b, At

Ky=—-14+bAt+ 2

A (2.10) egyenletet Fourier transzformalva a térbeli koordinédta szerint:
,uA]erl — KQ(,UAJmefij + ’lf)m€2jw)
+ K (@™e ™ + @™el)
+ Ko™
+ K3(™ e 7Y 4 ™ el

+ K™t

Elvégezve az egyszertisitéseket, és behelyettesitve ™! = gi™-t, ezt kapjuk:
9*(w) +bg(w) + ¢ =0,

ahol
b= —2K,cos(2w) — 2K, cos(w) — Ks,
c=—2K3cos(w) — K, = 0.

Ahhoz, hogy a megoldés stabil legyen, |g(w)| < 1 sziikséges. Ez akkor teljesiil, ha
le|] < 1ésc>|b|—1 (ennek levezetése a C. fiiggelékben talalhatd). A |¢| < 1 feltétel
akkor teljesiil, ha 2|K3| 4+ |K4| < 1 igaz. A ¢ > |b] — 1 teljestilésének feltétele (a
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levezetés a D. figgelékben talalhaté):
LKy 41— 2Ky > | — 2Ky — 2K, — K|

és
—Ki+1+2K3 > | — 2K, + 2K, — Ks|.

Ehhez a két kritériumhoz tovabbi sziikséges feltétel jarul, ha a kovetkezo igaz:

KQ_K2
5 = sgn (14K0 242K, —K2> ;

<1

’Kls - K3
4K()S

Ekkor a kovetkezonek is igaznak kell lennie:

(K15 — K3)2

—Ky+ 14+ Kys >
4+ 1+ K95 > 4KQS

+ 2K08.

Megjegyzés: ez a stabilitasi vizsgdlat nem foglalkozik a peremfeltételekkel. A tapasz-
talat® azt mutatja, hogy ennél a probléménal a peremfeltételek lazitanak a stabilitdsi
kritériumon, azaz ha a peremfeltétel nélkiili differenciaegyenlet stabil, akkor a pe-

remfeltétellel rendelkezd egyenlet is stabil lesz.

2.7. Numerikus diszperzié

A 2.3 fejezetben targyalt diszperzié szamitas elvét alkalmazhatjuk a diszkretizalt
hiuregyenletre is, ezaltal vizsgdlhaté a véges differencia moédszer altal megoldott
egyenlet diszperzidja. Osszevethetjiik a kapott eredményeket a differencidlegyenlet
diszperzidjaval, hogy megkapjuk, hogy a numerikus megoldas mennyire kozeliti az

eredeti egyenletet ebben a tekintetben. Diszkrét esetben a tesztfiggvény (2.6)-nak

8kiilonféle paraméterekkel végzett szimulicidk
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a diszkretizalt valtozata [7]:

wzm _ eamAt—ﬁ-j(wmAt-‘rﬁiAac)'
Ezt a tesztfiiggvényt kell (2.10)-be behelyettesiteni. A keletkezd egyenlet azonban
rendkiviil bonyolult, az w-t nem tudtam explicit formédban kifejezni. Azonban, ha az
egyenletbdl kihagyjuk a csillapitasért felelos tagokat, egyszertibb egyenletet kapunk,
amib6l mar ki lehet fejezni az w-t (tovabbi indok lehet a csillapitas kihagydséra,
hogy ez eredeti egyenletben a diszperziot a tipikus by és by értékek elhanyagolhato
mértékben befolyasoljak):
, arccos (2K cos(2BAx) + 2K, cos(SAx) 4+ 0.5K5)

W = .

At

A diszperzié megtekinthetd a 2.7 dbran. A fuggéleges tengelyt normalizdltam a disz-
perzié nélkiili jel (idealis hir) fazissebességére. Az dbréan jol lathaté, hogy a differen-
cidlegyenlet fazissebesség gorbéje egy monoton novekvo gorbe. Ugyanakkor a véges
differencia mdédszer megoldasa ezt a gorbét ,elgorbiti”, és egy bizonyos frekvencia
felett a gorbe monoton csokkenésbe kezd. Az dbran megtekintheté az idedlis hur
VDMe-es fazissebessége is, amin jol latszik, hogy a konstans érték helyett lassan
csokken a frekvencia novelésével. Az dbra elkészitéséhez a kovetkez6 paramétereket
haszndltam: 7' = 92.819, 4 = 0.008, EI = 0.000131, At = 1/44100, Az = 0.0033.
Az abrabdl azt tudjuk leolvasni, hogy a numerikus diszperzié nem befolyasolja je-
lentos mértékben a szimulacié eredményét: a kiillonbség csak olyan [ értékekre valik
szamottevové, amihez tartozé harmonikusok amplitidéja mar viszonylag kicsi. A
numerikus diszperzi6é azonban okozhat nagyobb kiilonbségeket is, ugyanis a mértéke
fiigg a paraméterektol. Példaul, ha a Axz-et noveljik, akkor a numerikus diszperzio
mértéke is n6. Ez megtekinthet6 a 2.8 dbran. Lathato, hogyha Axz-et a duplajara
noveljik, az mar sokat novel a numerikus diszperzién. Ahhoz, hogy a numerikus
diszperzié hatdsat minimalizaljuk, érdemes olyan At, Ax paramétereket hasznélni,

hogy a rendszer a stabilitds hatarhelyzetéhez a legkozelebb legyen [7].
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fazissebesség
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1.6
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2.7. abra. Diszperzio
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1 L
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2.8. abra. Numerikus diszperzi6é hatasa kiilonb6z6 Ax-ekre
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2.8. A pengetés modellezése

A hurokat a jatékos pengetéssel gerjeszti. A pengetés modja sokféleképpen befo-
lyésolja a kiadott hangot. A hurokat lehet pengetovel, kérommel vagy ujjbeggyel
pengetni. A pengetés helye nagyban befolydsolja a gitar hangjat: minél kozelebb
pengeti meg a jatékos a hurokat a hirlaboz, a kiadott hang annal élesebb lesz, mivel
a gerjesztésben a felharmonikusok nagyobb amplitidoval lesznek jelen. A pengetés
erejével lehet szabdlyozni a kiadott hang nagysdgat. A gitdros a pengetés szogét is
valtoztathatja, ami killonb6z6 médon gerjeszti a gitar testét [5], ezdltal a kiadott
hang karaktere is més lehet. A pengetés kozben a jatékos tompithatja a hiurt a penge-
t6 kéz hiivelykujjaval, amivel mesterséges tiveghangot tud el6idézni. Tovabba a hir
elengedésének modja is befolyasolja a kiadott hangot. Lathato, hogy a gerjesztés
egy bonyolult folyamat, pontos leirdsa jelenleg is kutatas targya [11, 20]. Ezért csak
egy egyszeriibb modellt készitettem, amivel a fent felsorolt jelenségek tobbé-kevéshé

modellezhetoek.

A pengetés modelljének a paraméterei a kovetkezok: k és j a pengetés helyét ha-
tarozza meg: a k és j indexli pontok kozott fog a pengetés hatni a hturokra. Ezen
paraméterek allitasdval lehetéség van a pengetést kozelebb/tavolabb vinni a hur-
1abtol, illetve meghatarozni a pengetés szélességét: szélesebb pengetés jellemezhet
egy ujjbeggyel valo gerjesztést, mig pengetével a pengetés csak par mm-en keresziil
interaktalédik a hurral. Az A paraméterrel lehet szabalyozni a pengetés erGsségét.
A B paraméter felel a pengetés kozben fellép6 hur csillapitdsért: pl. egy hosszab-
ban tarté ujjbeggyel valdo pengetés a pengetés idotartama alatt csillapitja a hurt.
A pengetés idObeli lefolyasat lehet szabalyozni a kovetkez6 harom idoparaméterrel:
gerjesztési fazis (t,,; ideig tart), kitartdsi fazis (¢4 ideig tart) és elengedési fazis (¢,
ideig tart). A tipikus ¢ paraméterek mellett a kiadott hang jellegét leginkdbb a ¢,
hatarozza meg: minél rovidebb az elegedési fazis, annal élesebb lesz a hang. Ez a ha-
rom idéparaméter definidlja az a(t) segédfiiggvényt (2.9 abra), ami a kés6bbiekben

hasznos lesz:

ha t < tgerj

a(t) =<1 ha t < tgerj + trit

(tge'rj Hpirtter 7t)
ter

ha t < tgerj + tkit + tel
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[N v I
tgerj tkit teI

2.9. abra. a(t) segédfiiggvény

A pengetés lefolydsa: a pengetés a hir egy adott szakaszara (k és j pontok kozott)
fejt ki erét: Fi,;)(t) = Aa(t), Z irdnyban. A pengetés id6tartama alatt (2.9)-ben b,
értéke modosul az xp,;) helyeken, by = Ba(t)-re a pengetés kézben fellépd csillapitds

miatt.

A paraméterek allitasanak hatasat megvizsgalhatjuk a hur kitérésének spektrumén
(a kovetkezé szimuldcidok a kitérést a hurlabhoz legkézelebbi ponton mérik). Egy
tipikus pengetés (a hurlabtél 10 cm-re, az er6 egy pontra hat, tge,; = 8 ms, tyy =5
ms, t = 0.2 ms) spektruma lathaté a 2.10 dbran. Ha a pengetés kozelebb torténik a
hirldbhoz (1 ¢cm), akkor a 2.11 dbrén lathat6 eredményt kapjuk. J6l lathatd, hogy a
felharmonikusok nagyobb amplitiddjiak, mint a tipikus pengetés esetében. Ha tipi-
kus pengetést t.; értékét 2 ms-re modositjuk, akkor a 2.12 abran lathat6 eredményt
kapjuk. Megfigyelheto, hogy a felharmonikusok joval kisebb amplitidéval vannak
jelen. A 2.13 abran egy ,széles” pengetésnek (3 cm széles pengetd) az eredménye
talalhato: a spektrum alig valtozott a 2.10 dbrahoz képest, azaz ennek paraméternek

az ilyen mértéki megvaltoztatasa kevésbé befolyasolja a hangot.

2.9. Hur és érinto utkozése

A gitédron a hiirok kozel vannak az érint6khoz (par mm a tavolsdg), emiatt tobbféle

jatéktechnika alkalmazasanal osszetitkozhetnek az érintékkel: a hur lefogasanal, ill.
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amplitadé

amplitidé

amplitudé

amplitadé

1.2

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

1.2

11.J\JLJLJ

330 659 989 1319 1648 1978 2307 2637 2967 3296 3626 3956
frekvencia (Hz)

2.10. abra. Tipikus pengetés spektruma

L

330 659 989 1319 1648 1978 2307 2637 2967 3296 3626 3956
frekvencia (Hz)

2.11. abra. A hurldbhoz kozeli pengetés spektruma

"l J 1\ Il Il A | 1 4 1

659 989 1319 1648 1978 2307 2637 2967 3296 3626 3956
frekvencia (Hz)

2.12. abra. Lassu elengedésii pengetés spektruma

JLALJLJLAA

330 659 989 1319 1648 1978 2307 2637 2967 3296 3626 3956
frekvencia (Hz)

2.13. adbra. Széles targgyal valé pengetés spektruma
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a gitaros szandékosan is hozzacsaphatja a hirt /hirokat az érintékhoz lefogds nélkiil
is (ezt a technikat gyakrabban hasznaljak basszusgitaron, slapping az angol neve).

Ahhoz, hogy ezeket a technikakat modellezhessiik, kezelni kell a hiir-érinté titkozését.

A modellben iitkozés akkor kévetkezik be, amikor egy érint6 felett rezgd pont y!™
koordinataja kisebb lesz, mint a hozza tartozé érinté magassdga (f). Az utkozést
rugalmatlan titkozésnek kezelem. Az ttkozéskor surlédas (surlodasi egytitthatd: p)
hat a hirra, a Z irdanyu rezgése miatt. Ez a surlodas az érinté feletti pontnak a
rezgését csokkenti, majd meg is allitja. Az titkozés kezelése a kovetkezo pontokban

foglalhatd Ossze:

e y"-t vissza kell mozgatni f-be (rugalmatlan iitkozés), a mozgatds nagysaga
Ay = f-yi"

e ha Ay > p(2" — 2" 1), akkor a strlédas csak lassitja a hirt Z irdnyban, tehat
zM-et csokkenteni kell (a hir mozgasanak iranyaval ellentétésen) p(2" — 2" 1)-
vel

e ha Ay < u(z" — 2™ 1), akkor a stirlédds nem engedi elmozdulni a hirt Z

7

irdnyban, tehat z-et vissza kell mozgatni 2" '-be

2.10. Lefogas és felengedés modellezése

A gitaron az egyik legalapvetobb jatéktechnika a lefogas. Ez azt jelenti, hogy a gita-
ros a hurt ujjbeggyel a fogélaphoz szoritja az egyik érinté6 mogott. Ezaltal surlodas
keletkezik a hur és az érinté kozott, ami a hir mozgasat lassitja, majd végil meg-
allitja az érintén (ha a jatékos kell§ erével szoritja a hurt a fogdlaphoz). Ettél a
ponttdl kezdve az érint6 atveszi a felsd nyereg szerepét és a hirnak egy révidebb
szakasza rezeg tovabb, a hangmagassag megemelkedik. Majd némi id6 milva a ja-
tékos a hurt felengedheti, igy a hir ismét teljes hosszaban rezeghet. Legyen az a(t)

segédfiiggvény a kovetkezd (2.14 abra):

t
ties

a(t) =<1 ha t < tjer +tg

(tief+tst+te—t)
tel

ha t < tlef

ha t < tep + to + ta
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tIef tst tel

2.14. abra. a(t) segédfiiggvény

tiey az az idOtartam, ami alatt a jatékos lefogja a hurt, t, ideig lefogva tartja,
majd pedig t. id6 alatt elengedi. Az ujj a hir egy adott pontjara (y;) fejt ki er6t
(Fi(t) = Aa(t)), Y irdnyban, tovabbd megvaltoztatja b értékét a lefogas helyén,

hasonléan a pengetéshez (2.8 fejezet).

Tobb jatéktechnika is kapcesolodik a lefogashoz ill. felengedéshez: kalapécs (hammer-
on), lehuzas (pull-off) és cstsztatas (slide). A kalapécs technika a kévetkez6t jelenti:
a hurt egy er6teljesebb, hirtelen mozdulattal fogjuk le. Eztaltal a hir pengetés nél-
kiil is kap egy impulzust az érintével valo Osszeiitkozés miatt, a jatékosnak mar nem
kell megpengetnie a hurt lefogas utan. Ezt a technikat modellezhetjiik egy nagyobb
A értékil, és kis tjep értékii lefogassal. A lehuzas technika a kalapacs ,ellentettje”:
egy lefogott hurt ugy engediink fel, hogy kozben a felenged6 ujj egy impulzust ad
neki. Ezt a technikat modellezhetiik a felengedés helyén egy kisebb pengetéssel, a
felengedéssel egyidoben inditva. A csisztatas technika azt jelenti, hogy egy lefo-
gott huron a lefogas helyét a jatékos elcsuisztatja felengedés nélkiil, hogy egy méasik
érint6 legyen a hur rezgé végzodése. Ezt a technikat megvaldsithatjuk a lefogas erd-
hatasanak elmozgatasaval. Az er6 attevését az egyik pontrél a masikra interpolalva
kell elvégezni (ellenkez6 esetben hallani lehet, mikor az er6hatas ,atvalt” az egyik

pontrél a masikra)
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2.11. Tompitas és iiveghang modellezése

A gitaros a hurokat nem csak gerjeszteni tudja, hanem a rezgésiiket csillapitani is.
A csillapitast egyszeriien modellezhetjiik: az alkalmazott technikatol fliggéen a hir
érintett pontjainak a b; értékét novelni kell arra az idétartamra, amig a techni-
ka tart. Két f6 jatéktechnika kapcsolodik a csillapitashoz: tompitds és természetes
iveghang?. A tompitas a leggyakoribb csillapitasi technika: a gitdros finoman hoz-
zaér hurhoz, igy csillapitva annak rezgését. A csillapitas altalaban a hur legalabb
1 cm széles tartomanyan torténik, a technikatél fliggben valtozd helyen és erdvel
(de azért figyelve arra, hogy ne tiveghang keletkezzen). A csillapitds tobbféle mo-
don torténhet: a penget kéz ujjaival /tenyerével vagy a lefogd kéz ujjaival. Példaul
alkalmazhatjuk ezt a technikat kozvetleniil pengetés utan, igy adva a gitarjaték-
nak szaggatott (staccato) jelleget. Egy masik csillapitdssal kapcsolatos technika a

palm-mute, ahol a pengetés ideje alatt a pengeto kéz tenyere csillapitja a rezgést.

A természetes iiveghang a kovetkezdt jelenti: a gitaros az ujjat finoman egy allo-
hullam csomépontra helyezi. Ennek hatdsara minden olyan médusnak megsziinik
a rezgése, aminek az adott helyen nincs csomépontja. Példaul, ha a hur felénél al-
kalmazzuk a technikat, akkor minden olyan rezgést megsziintetiink, aminek nincs
csomopontja a hur felénél: az alapharmonikus rezgése megsziinik, az elsé felharmo-
nikus tovabb rezeghet, de a mésodik felharmonikus rezgése szintén megsziinik, stb.
Mivel a hangbdl hidnyoznak a megszokott harmonikusok, a hangnak ,iiveghang”

jellege lesz. Ennél a technikandl elegendo csak egy pontra csillapitast adni.

9étezik mesterséges iiveghang technika is, amit féleg elektromos gitdron hasznalnak, torzitott
hanggal. Ez akusztikus gitaron kevésbé relevans
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3. fejezet

Fedlapmodell

3.1. Modellezési modszerek

A gitar fedlapja vékony lemeznek tekinthet6. A lemezek mozgasanak leirasara tobb-
féle elmélet létezik, ezek a modellezett jelenségekben kiilonboznek. Az egyik leg-
egyszeriibb lemezelmélet a Kirchhoff-Love-féle elmélet. Ezt olyan vékony lemezek
modellezésére lehet hasznalni, ahol a lemez deforméaciéja kicsi. Mivel ez a gitar fed-
lapjara igaz, jol leirhaté ennek az elméletnek a segitségével [18]. Az elmélet kézponti
eleme egy differencidlegyenlet, amit tobbféle modszerrel oldhatunk meg: végeselem
modszerrel, hatarelem moédszerrel vagy véges differenciak modszerével. A véges- és
hatarelem modszer meglehetésen bonyolult, ezért a véges differencidk mddszerét
valasztottam. A lemezegyenletet igyekeztem &altalanosan megoldani, hogy ne csak
gitartest alaku fedlapot tudjak vele modellezni. A peremfeltételeket is teljesen sza-

badon allithatéan kezelem, nem csak a gitarra jellemz6 médon lehet 6ket bedllitani.
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3.2. A lemez differencialegyenlete

Az izotrép! Kirchhoff-Love-féle lemezre felirhatéak a kovetkezd dsszefiiggések [12]:

€ a
e | =—2 ‘?)27%’ ,
c 02w
ay D20y
Oy B 1 v 0 €
oy | =12 |" 1 0 & | (3.1)
Oy 00 1—-v €y
M, %32 oy2dz
M, | = Z/jz oyzdz |,
M,, f%% Opy2dz

h Pw  O*M, N 0*M, P
oz = 922 T ay? 819y

ahol w a lemez kitérése, € a fajlagos nytlas, o a mechanikai fesziiltség, E Young-
modulus, v a Poisson-tényez6, M, és M, hajlité nyomaték (Nm), M,, csavar6 nyo-
maték (Nm), h a lemez vastagsiga (m), p a lemez sfirtisége (kg/m?), x, y, z térbeli
koordinatak (z és y a lemez sikjdban, z a lemezre meréleges) és Fj, a kiils6 er6haté-

sok. Az egyenletben minden valtozé z, y és t fiiggvénye.

A fedlap azonban nem tekinthet6 izotrop lemeznek, mivel tulajdonsdgai a lemez
sfkjaban két merSleges irdnyban kiilénboznek? [18]. Ezt tgy kezelhetjiik, hogy a
(3.1) egyenletben szerepl$ E és v konstansok helyett négy F; konstanst haszndlunk
[13]:

Oy E, Ey/2 0 €x
o, | = | E2/2 E; 0 & |- (3.2)
Ua:y 0 0 E4/2 Exy

A differencidlegyenlet megoldasahoz sziikségiink van peremfeltételekre. A lemezel-

mélet haromféle peremfeltételt tartalmaz (a feltételeket az x tengellyel parhuzamos

Ltérbeli irdnytél fiiggetlen mechanikai tulajdonsagu
2az ilyen tipustd lemezt hivijuk ortotrép lemeznek
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esetre irom le, a y-nal parhuzamos eset egyszer(i valtozocserével szarmaztathato):

e befogott perem (clamped):

w=20 és — =0,
e csuklds tamasz (simply supported):

w=10 és M, =0,

e szabad perem (free):

M,=0 & +2 = 0. (3.3)

Ha két szabad peremfi ¢l taldlkozik egy kiilsé sarokpontban®, akkor még a

kovetkez6 is igaz [15]:

9*w

0xdy =0

(3.4)

Az eddig leirt differencidlegyenletet tovabb kell finomitani, hogy modellezni tudjuk
vele a csillapitdsokat. Ezek kezelésében [13]-at kovettem. A fedlapra kétféle csillapi-
tas hat: a kozeg miatti, és az anyag belso sturlédasa miatti csillapitds. A kozeg miatti
csillapitast a hirhoz hasonléan egy R;0w/0t taggal (ahol R; a csillapitasi tényez0)

oldottam meg:

w M, PM, _PM, )
~ = vy 0¥ Moy thpif oy (3.5)

"o = e T o T2 ey B

Az anyag bels6 surlodasa miatti csillapitast pedig ugy, hogy az € és o k6zotti egyszerii

3olyan pont, ahol a taldlkozé élek 90° széget zarnak be
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linearis Osszefliggést differencidlegyenletre cseréltem:

Op = Og1 + 012,

Oy = Oy1 + Oy2,

(90'3;1 820';51 86 82635
Oz1 + q11 a1 + Q12 9z Ei(ex +pu—, ot + P12 o2 ),
Es
Ox2 = ?E?ﬁ
o Doy Dey D%e,
Oy1 + q31 ot + 432 o2 = Es(ey + pa1i—, En R o ),
Es
Oy2 = ?E:va
n Oy D*0.y  Ey LIy O€zy v, 826wy>
o = €x ,
y T da It a2 o2 5 YT pPa—/4, It Da2 12

ahol p és ¢ [14]-ban méréssel meghatarozott konstansok. Ahhoz, hogy megkapjuk
az Osszefiiggést a kitérés és a nyomatékok kozott, o,, o, és 04, egyenletét szorozzuk
meg z-vel, majd integraljuk z szerint —h/2 és h/2 kozott (itt felhasznaljuk, hogy
M = [M%, 02dz [12]):

Mx - le + MxQ;

My = My + My,

Moo+ OM ., N My hPEy (0w N Pw N *w
AT Ty TR T e T T g 9a2 T P02 T P12 9120,
Moo — h3E2@
T 24 gy
BM 1 32M 1 h3E3 8210 8310 8411)
M Y yr_
yl T @31, ot + q32 o 12 \ g2 +p31(9t8y2+p328t28y2
h3E2 8211)
My, — L2200
v2 24 Ox2’
Mo+ OM,, N O°M,,  h’Es [ &®w N Pw N *w
w T T TR T = T o0 ooy T P atoray | P or2oroy

(3.6)
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igy (3.5)-tel egyutt megkapjuk a lemez teljes egyenletét, amivel modellezni tudjuk
a fedlapot.

Szitkséges még a Ej-t, p;;-t és ¢;;-t megfeleltetni a [14]-ben 1év6 konstansoknak, hogy

az ott mért értékeket felhasznalhassuk. Az E; értéke:
E; =12D;.

A p;; és q;; meghatarozasanal a kovetkez6bdl lehet kiindulni: fel kell irni (3.6) egy-
egy tagjara az atviteli fliggvényt, és egyenlévé kell tenni [14]-ban kozolt eredménnyel

(sij és R;; mérés altal ismertek):

pies® +pus+1 14+ sRi . $Riz

= 1=41,3,4
qi232 + di1S +1 S+ 81 S+ S0 { }

Ebbdl a kovetkezd osszefiiggések adodnak:

S1+ So + SgRl + SlRQ

bi1 = )
5152
1+ R+ Ry
Dio = —
5152
S1 + S9
qi1 =
5152
1
Qio = ——-
5152

3.3. A differencidlegyenlet numerikus megoldasa

Hasonléan a hur differencidlegyenletéhez, a lemez differencidlegyenletét is véges dif-
ferencidk médszerével (VDM) oldottam meg. [tt a megoldési tartomany a kétdimen-

zios sik, ezt diszkretizaljuk kétdimenzids négyzethaléra:
W = w(iAs, jAs, mAt),

ahol 7, j a racspont koordinatdja, m az idopont, As és At pedig a térbeli és idobeli

diszkretizalds nagysaga. A derivaltakat a kovetkezé mddon kozelitem:
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e az id6beli derivaltakat retrograd differenciaval (backward difference). Ezt ami-
att valasztottam, hogy a keletkezd egyenletet explicit Euler modszerrel meg
lehessen oldani.

e az egy térvdltozéban elsérendii derivéaltakat (pl. 9*w/dzdy) centralis differen-
ciaval (central difference) (a kiszamolt érték fél racsponttal el lesz tolva)

e a térvaltozéban méasodrendii derivéltakat (pl. 9%w/dz?) centralis differencidval

A kozelitések segitségével megkapjuk a lemezegyenlet diszkretizalt valtozatat:

A derivaltak értékei:

wiilvj’m — 2w7‘7]7m _I_ w/LJrl’]?m

d:"" = As? ’
N whILm _ qpidim 4 gid+lm
i = A 7 (3.7)
(witbatlm ity _ (qitlm _ qidm)

di+0.5,j+0.57m _
Ty -

As?

A nyomtatékok értékei:

W3 By ALdE™ 4 Atpyy (didm — didm=1) 4 pyo(didm — odiim=1 4 gijm=2)

My™ =

! 12 At? + Atgiy + qi

| Dtqud™ + g (M — M)
A2 + Atqiy + qio '

- WE, .
Mz,],m _ JqbIm

2 24 Y )
A h3Es Atzdgf"m + Atpgl(d;’j’m — d;’j’mfl) + pgg(d;’j’m — 2d§;jm*1 + d;’j’m”)

v 12 A2 4+ Atgsi + qs2

n Atz My7™ ™t 4 s (2M7" " — My7™ %)
At? + Atgz + gs2

Y

. h3
Mz,],m - _
2 24

7,7,
y a7,

(3.8)
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2 7:40.5,5+0.5, i+0.5,5+0.5, i+0.5,7+0.5,m—1
B3 By AEAEOSTH0BM 4 N (diF053F05m _ git05,7+05m—1)

i+0.5,j4+0.5,m __
Mxy =

24 At? + Atga + qaz
_ h3E4 p42(d;—50.5,j+0.5,m _ 2d;—50.5,j+0.5,m—1 + d;—il;o.5,j+0.5,m—2)
n 24 At2 + AtQ41 -+ 442

i+0.5,j4+0.5,m—1 i+0.5,j40.5,m—1 __ 7 7i+0.5,j-4+0.5,m—2
Atq41M$y + q42(2sz Mxy )

At? + Atqy + qao

(3.9)

Végiil a nyomatékokbdl szamithato w kovetkezo pillanatbeli értéke:

AtQ(MiII,j,m + Migl,j,m o 2( %,J,m + M;,g,m) + M;—l‘rl,j,m + M;'—Zi-l,j,m)

i,J,m+1 __ T T zl
w =
As?hp
2 ,i’j*l»m Z’7j717m i:jzm i»j>m 27]+17m Zv]+17m

+At (M + My = 2(MP™ + Myy™) + M,y + M3 )

As?hp
At2(Mi+0.5,j+0.5,m _ Mi—0.5,j+0.5,m _ Mi+0.5,j—0.5,m + Mi—0.5,j—0.5,m)

+ ) Ty Ty Yy ry

As?hp

. . . . A2 phim
o AtR ijm . 4,j,m—1 QuHIm 9 %,7,m—1 4 k
flw w )+ 2w w “Asthy

(3.10)

A moédszer stabilitasat nem vizsgaltam, a meglehetésen bonyolult szamitds megta-
lalhaté [14]-ben. A 3.1 dbran lathatd, hogy egy pont szamitasahoz a t6le két racspont
tavolsagra 1év6 pontok sziikségesek: a kozéppontban talalhatd pont szamitasahoz a
tele korokben kell szamitani a hajlité (nagyobb tele kor) és csavard (kisebb tele kor)
nyomatékokat, ezen nyomatékok szamitasdhoz pedig a bekeretezett pontok sziiksé-
gesek (az dbra csak 2 nyomatékhoz tartozé ponthalmazt jelol meg). A tartomany
szélén 1évo racspontok esetében a szamitdshoz sziikkséges pontok egy része nem ré-
sze a térbeli tartomanynak, ezek esetében a szamitast a peremfeltételek segitségével
tudjuk elvégezni. Mivel el6fordulhat, hogy egy racspontnak tobb peremfeltétele van
kiillonboz6 irdnyokban (példdul egy sarokban 16vé pont az egyik irdnyban befogott
perem, a masik irdnyban pedig szabad peremfeltételi), a peremfeltételt nem ma-
gdhoz a racsponthoz rendeltem, hanem a (rdcspont, irdny) parhoz (ahol az irdny
négyféle lehet: bal, jobb, fel és le). A kovetkezo alfejezetekben attekintem a perem-
feltételek kezelését. Azt az esetet irom le, amikor a perem parhuzamos az x tengellyel

(az y tengellyel parhuzamos eset valtozdcserével szarmaztathatd).
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3.1. abra. Egy racspont szamitasahoz sziikséges kornyezet

3.3.1. Befogott perem kezelése

Ha egy racspontnak van befogott peremii peremfeltétele, akkor az nem mozdulhat el
a helyérdl a w = 0 peremfeltétel miatt. Ugyanakkor a racspontban sziikséges M, és
M, szamitasa, hiszen a szomszédos racspontokban ezekre az értékekre sziikség lehet.
Ennek egy példaja megtekinthet6 a 3.2 dbran. A tele korrel jelzett pontok befogott
peremiiek felfelé. Az iires korrel jelolt pont (w®/ ™) szdmitdsdhoz sziikséges az
M;’j’m, amihez szdmolni kell d%/"™-et és d;’j’m—et. diim-et szamolhatjuk (3.7) alapjan
koézvetleniil (vagy ha balra vagy jobbra is perem van, akkor a vonatkoz6 peremfel-
tétel alapjan), viszont d;’j’m szamitasahoz eloszor w-t szdmolnunk kell a szaggatott
pontban (w*~1™). Ehhez a befogott peremre igaz Ow/dy = 0 peremfeltétel ny1jt

segftséget. Irjuk fel az (i,7) pontra dw/dy kozelitését centralisan:

wz,]—‘rl,m _ wz,j—l,m

2As

=0.
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3.2. abra. Befogott perem

Ebbdl szamolhato a szaggatott kornél w értéke:

wz,]—l,m _ wz,]—i—l,m’

amibdl mér d»™ szamolhat6 (3.7) alapjén.

3.3.2. Csuklés tamasz perem kezelése

A csukloés tamasz peremfeltételnél az alaphelyet ugyanaz, mint a befogott peremnél:
ha egy racspontnak van csuklés tamasz peremii peremfeltétele, akkor az nem moz-
dulhat el a helyérdl a w = 0 peremfeltétel miatt, viszont tovabbra is sziikséges M,
és M, szamitdsa. Mivel a peremfeltételbdl M, = 0, csak M,-et kell szamolni, amihez
szitkséges di™ és di7™ meghatarozasa. El6szor nézziik azt az esetet, hogy balra és
jobbra nincs perem, vagy befogott perem van. Ekkor d%/™-t szamolhatjuk (3.7) vagy
a 3.3.1 fejezet alapjan, viszont d7™-t (és ezaltal w*/~"™-t) az M, = 0 peremfelté-

telbdl kell szamolnunk. Ha egyenlévé tesszitk (3.8)-ban (My; + Mys)-t nulldval, és

45



kifejezziik beléle d}?™-t, a kovetkez6t kapjuk:

— Eodi™ (A% + Atgsy + q32)

2E3(A? + Atpsi + ps2)
+AtP31d;’j’m_1 + a2 (2diIm—t — dbim=2)
At? + Atpfﬂ + P32

A75Q31]\/[;,"1j’mil + Q32(2M;’1j’m71 — ;fmﬂ)

h3Es(At? + Atps; + ps2) ’

i7j7m —_—
d," =

+12

amib6l szdmolhat6 M, értéke. A w™ 1™ értékét (3.7)-bdl szdmolhatjuk:
w7 = WA - 20T — @t (3.11)

Abban az esetben, ha balra vagy jobbra is csuklds tamasz perem van, a racspontra
igaz lesz, hogy M, = 0 és M, = 0, ami csak agy lehetséges, hogyha d, = 0 és d, = 0,

amibdl (3.11) segitségével szamolhatjuk w® ~1™-et.

3.3.3. Szabad perem kezelése

Mivel a szabad peremt racspont elsé peremfeltétele megegyezik a csuklos tamaszéval
(M, = 0), az ott lefrt médon szdmithaté w"I—1™ értéke. Ugyanakkor, mivel a szabad
peremii racspont elmozdulhat, w* =™ mellett sziikség van M,/ ~""™ szdmitasdra is
(hogy széamithassuk (3.10)-et az (7, j) pontban), amit (3.3) méasodik peremfeltételé-

nek segitségével tehetiink meg. A diszkretizalt peremfeltétel a kovetkezo:

Nitlm _ id—1m
s 2
2As 2As

i—0.5,j+0.5,m i+0.5,j4+0.5m _ 1 7i—0.5,5—0.5,m _ 1 fi+0.5j—0.5m
Mxy + sz Mxy sz _ 0

(3.12)

A tagokat a A.2 fejezet alapjan kozelitettem, illetve hasznaltam az

i—0.5,j+0.5,m i+0.5,j40.5,m
]\/[xy + Mxy

2

i,j4+0.5m _
Mxy =
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kozelitést. (3.12)-bol kifejezve M7~ -et a kovetkezét kapjuk:

ij—1m _ agij+lm i—0.5,j40.5,m i40.5,j+0.5,m 7 ri—0.5,j—0.5,m _ 3 ri+0.5,j—0.5,m
My = My +2(Mwy —|—sz Mxy Mxy ).

Ez pedig mér szdmolhat6, mivel M7+ és Mx057%0-5™ értékei meghatérozhatoak
(3.8) és (3.9) alapjan.

Abban az esetben, ha jobbra vagy balra is szabad perem van, akkor a 3.3.2 feje-
zetben leirt megolddson til meg kell hatdrozni w'=17=1™ értékét is (ha balra van a
szabad perem. Ha jobbra, akkor w7=1™ &rtékét kell szdmolni), mivel sziikséges
az M, 0°7=05™ szdmolasanal. Ehhez a (3.4) peremfeltétel diszkretizdcijdt hasznal-
hatjuk fel:

(it Lm i Lt Lmy (it lm i=1i=1m)
4As?

=0,

i—1,5—1,m

amibdl kifejezve w -et a kovetkezot kapjuk:

i—1,j—1,m

w _ wz—l,]—i—l,m + wz—i—l,j—l,m . wz—l—l,]—l—l,m'

3.3.4. A konkav sarokpont probléma

Az el6z6 harom alfejezetben egy lehetséges probléméat nem vettem figyelembe: ha
a térbeli tartomany tartalmaz a 3.3 abran lathato részt. Ennél a helyzetnél a D
pontban w értékét kétféleképpen szamithatjuk. Vagy az A pontbdl kiindulva jobb
iranyban, vagy a B pontbdl kiindulva felfelé. A w értéke itt ahhoz kell, hogy szami-
tani lehessen a nyomatékok értékeit A-ban, B-ben és C-ben. A ,logikus” feloldasa
a problémanak, ha olyan w értékkel szamolunk, ami éppen az adott nyomaték sza-
mitasahoz kell. Tehat példaul, ha A-ban szamoljuk M, -et, akkor w értékét D-ben
az A segitségével szamitjuk ki. Hasonldan, ha B-ben szamoljuk M,-t, akkor w ér-
tékét D-ben a B segitségével szamoljuk. Viszont probléma van M,, szdmitasanal
C-ben: ebben az esetben nincs ,logikus” valasztas. Azt a megoldast valasztottam,
hogy w értékét A-bol és B-bol is kiszamolom, és az atlagukkal szamolom ki C-ben az
M,,-et. Azt sziikséges kiemelni, hogy az itt leirt konkdv sarokpont kezelésnek nincs

matematikai alapja, a megoldas a mdédszer instabilitdsat okozhatja. Azonban az ed-
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digi tapasztalat azt mutatja, hogy fedlapra alkalmazva a mdédszert nem jelentkezik

probléma.

3.4. A szimulaci6é helyességének ellendrzése

Mivel meglehetésen bonyolult az eddigiekben vazolt differencidlegyenlet megolda-
sa, sziikség van arra, hogy ellendrizzem a szimulacié helyességét. Erre egy lehetsé-
ges mobdszer, hogy Osszevetem a szimulalt lemez médusfrekvenciait az irodalomban
kozolt értékekkel. Ehhez [15]-t hasznédltam fel, amiben az analitikus és numerikus
modszerrekkel kiszamolt adatokat v = 0.3 paraméterii izotrop lemezre kozlik, ezért
szitkséges az E és v paraméterrel megadott lemezt Osszeegyeztetni a jelen szimu-
laci6 F; 4 paraméterrel megadott lemezével. A (3.1) és (3.2) egyenletek alapjan a
kovetkez6 Osszefiiggések adddnak:

E 2FEv 2E(1 —v)

e e R R S L R g2

Az adatokat tablazatokban kozlik, amikben A\ értéke szerepel, amibdl a kovetkezo

képlettel lehet szamolni az w korfrekvenciat:

A E
_ 2 _ 1
YT en\ 12p(1 — 17 (3.13)
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Médus | VDM korfrekvencia | [15] korfrekvencia (Hz)
1 2340.87 2364.8
2 2753.00 2781.7
3 3506.80 3544.6
4 4614.21 4670.2
5 6063.27 6155.4

3.1. tablazat. Négyoldalt befogott peremi lemez

Médus | VDM korfrekvencia | [15] korfrekvencia (Hz)
1 1142.75 1144.87
2 1615.56 1618.62
3 2402.14 2408.18
4 3498.16 3513.58
) 4073.46 4105.76

3.2. tablazat. Négyoldalt csuklés tamasz peremii lemez

A képletben a a lemez egyik oldaldnak a hossza (a mésik oldal hosszat a téblazat

hatérozza meg, mivel a tablazat néhény fix oldalaranyt lemez adatait tartalmazza).

A szimulacié paramétereinek a kovetkezot valasztottam: a = 0.1 m, b = 0.25 m,
p = 1000 kg/m3, h = 0.001 m, £ = 10.92 GPa, v = 0.3, As = 0.005 m és
At = 10485761 s. Ezekkel a paraméterekkel (3.13) képlet egyszertisodik: w = 100\.
A szimulalt lemez médusfrekvenciait a kévetkezo moédon hataroztam meg: a lemez
w pontjait véletlenszerii szamokra allitottam, majd futtattam a szimulaciét 16 ma-
sodpercen keresztiil, mikozben a lemez egyik sarkahoz kozel levé pont w értékeit
gyujtottem. Ezeket az értékeket Fourier transzformaltam és kerestem az amplitiado
lokalis maximum helyeit. Ez a modszer nem szolgaltatja a legpontosabb frekvencia
értékeket, de a lemezszimulacio ellenérzésére tokéletesen alkalmas. Az eredmények
a 3.1-3.3 tablazatokban talalhatéak. Lathatd, hogy a szimuléacié jol mikodik, a frek-
venciak a [15]-ban megadott értékek koriil vannak. Az eltérést csokkenteni lehet, ha

a szimulaciot kisebb As-sel és At-vel futtatjuk.
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Médus | VDM korfrekvencia | [15] korfrekvencia (Hz)
1 339.29 346.29
2 515.22 528.81
3 948.76 962.20
4 1105.84 1143.7
) 1853.53 1879.3

3.3. tablazat. Négyoldalt szabad peremii lemez

3.4. dbra. Fedlap korvonaldnak kozelitése

3.5. VDM alkalmazasa a fedlapra

Ahhoz, hogy a VDM-et alkalmazni tudjam a fedlapra, a térbeli tartomanyt fedlap
alakura kellett formalnom. Ehhez eléallitottam a fedlap korvonalat (lefotéztam egy
fedlapot, és rajzoléprogrammal korberajzoltam), amit tértvonalakkal kozelitettem.
A 3.4 abran lathato az eredmény. A tortvonal minden szakaszanak adtam egy jel-
lemz6t: a peremfeltétel tipusat. A korvonal segitségével el lehet donteni, hogy egy
adott racspont része-e a fedlapnak. Ezt a tartalmazasi kérdést egy egyszeri algo-
ritmussal végezhetjiik el: minden racspontbdl kiloviink egy sugarat (a sugar irdnya
mindegy, tipikus a vizszintes sugar hasznélata), és megnézziik, hogy hanyszor metszi
el a sugar a fedlap korvonalat. Ha a metszések szama paratlan szam, akkor a fedlap

tartalmazza az adott pontot. Ezzel az algoritmussal a 3.5 dbran szerepl6 racshoz
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3.5. dbra. Fedlap alaku négyzetracs

juthatunk. Ha racspont a fedlapon beliilre esik, akkor tovabbi teszt sziikséges: meg
kell nézni, hogy a racspont szomszédjai szintén beliilre esnek-e. Ha igen, akkor a
pont belsé pont, nincs vele tovabbi teend6. Azonban ha valamelyik szomszédja kiil-
s6 pont, akkor az azt jelenti, hogy a pont a peremen van, meg kell allapitani ra
a peremfeltételt a kiilsé pont iranyaban. Ezt az informaciot a ponthoz legkodzelebb
es6 tortvonal szakasz szolgaltatja (mivel minden szakasz egy adott jellemzdje, hogy

milyen feltételli peremet hatarol).

Ezzel a megoldési tartomanyt fedlap alakdra formaltam, ezen réccsal készilt szimu-
lacié eredménye tekintheté meg 3.6 abran: ez a fedlap allapotat abrazolja, miutan
egy e~ lle7Pll jellegii jellel gerjesztettem (c a gerjesztés kozéppontja, p a racspont ko-
ordindtaja). Az dbra elkészitéséhez kétféle peremfelételt hasznaltam: a hanglyuknél

szabad peremet, mig az oldallapndl befogott peremet, hasonléan [18]-hoz.

A fedlap modelljét tovabb finomithatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a hurlab és a
gitar testében 1éve erdsitd bordazat inhomogénné teszi a fedlapot. Ezeket az elemeket
modellezhetjiik azzal, hogy a lemezegyenletben helyfliggové tessziik h-t, p-t és Fy 4-t.
Egy lehetséges paramétersor lathato a 3.4 téblazatban [18], az elemek elhelyezkedése
pedig a 3.7 abrdn (a baloldali s6tét figgdleges racspontok a hurldb, a tébbi sotét

rész pedig a bordazat).
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3.6. abra. Fedlap hullamok gerjesztés utan

h (mm) | p (kg/m?) | By (GPa) | By (GPa) | E5 (GPa) | E; (GPa)
Fedlap 2.9 350 10.2 0.6 0.9 2.4
Hurlab 6 400 0.96 0.6 10.8 3.24
Bordazat 14 400 1.2 0.72 15 3.6

3.4. tablazat. Gitar fedlap paraméterek [18]

3.7. dbra. Inhomogén fedlap hurlabbal és erdsité bordazattal
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3.8. abra. A VDM fedlapmodell admittanciaspektruma

3.6. Admittancia a harlabnal

A mechanikai admittancia képlete [16]:

ahol az Y az admittancia, F' az alkalmazott er6 és V' az er6 hatasara keletkezd se-
besség. Ezt a fedlapon a hurlabnal érdemes szamolni, hiszen a hirok a huarlabhoz
csatlakoznak. A kovetkez6 szimulaciot végeztem el: a fedlapot a hurlab kozepétol 2
cm-re (koriilbelil ott, ahol a mély E hur csatlakozik) egységimpulzussal gerjesztet-
tem (ezaltal F'(w) = 1), majd figyeltem az ott 1évé fedlap-pont sebességét az idé
fiiggvényében. A fedlap paramétereihez a 3.4 tablazatot haszndltam. Az igy sza-
molt admittancia amplituidospektruma megtekinthet6 a 3.8 abran. Ezt osszevetve a
[18]-ben kozolt admittanciaspektrummal (3.9 abra), j6 egyezést kapunk. A médus-
ok frekvenciait leolvastam az abrakrol, ezek megtekinthetéek a 3.5 tablazatban. Az
eltérés a két eredmény kozott nagyjabol konzisztens, a [18]-ban kozolt frekvencidk
10-20%-kal nagyobbak. Ennek oka az lehet, hogy a fedlapot nem a 3.7 dbran lathato,
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3.9. dbra. A fedlapmodell admittanciaspektruma [18]-bdl

hanem mas geometriaji bordazattal modellezték.

3.7. A hurok csatolasa a fedlapra

A fedlapot a hurok hozzak mozgasba a harlabon keresztiil. A gitaron ez a csato-
l4s bonyolult jelenség [17], aminek teljes modellezésére nincs lehetdség a jelenlegi

lemezmodellel, mivel az a racspontok csak normaliranyban tudnak elmozdulni. A

Médus | VDM frekvencia (Hz) | [18] frekvencia (Hz)
1 152 181
2 255 289
3 286 310
4 404 447
5 454 533
6 545 585
7 618 673

3.5. tablazat. VDM és [18] frekvenciak
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csatolas elnagyolt modelljét a kovetkezé mérésre alapoztam: gerjessziik az egyik
hurt fedlapra merélegesen ill. parhuzamosan. Mérjiik meg mikrofonnal, hogy mek-
kora hangnyomast okoz a gerjesztett hir a tranziensek eltiinése utan kozvetleniil. A
vart eredmény az, hogy a merdlegesen gerjesztett hir nagyobb hangnyomast okoz,
mivel a fedlap norméaliranyban konnyebben tud elmozdulni, mint a lap sikjaban. A
mérésnél fontos, hogy a hirt ugyanott, és azonos erével gerjessziik. Ezt tgy értem
el, hogy egy 250 g-os silyra cérnat kotottem, aminek a masik végét hozzakotottem
a hurhoz. A sily a gravitacio segitségével minden mérésnél ugyanakkora erével hat
a harra. A cérna elvagasaval tudjuk gerjeszteni a hurt. Tobb mérést végeztem, hogy
ellendrizzem a mérés konzisztencidjat: az eredményeknek 20% kortili szérdsa volt. Az
mérések eredménye, hogy a merdleges gerjesztés kb. négyszer akkora jelet hoz 1étre
a mikrofonban, mint a parhuzamos gerjesztés (ennek a mérésnek az eredményét [21]

is alatamasztja).

A hir merélegesen rezgé komponense a hirlabra Fj, = sin(a)7" er6vel hat, ahol « a

hir és a fedlap altal bezart szog. Ezt kozelithetjiik a kovetkezdképpen:

. 8y($7t) Yn-1
F, = T~ —= R
k= sin(a) 5 Sy

xr=

ahol L a hur hossza, yy_; a hur kitérése a hirlabhoz mésodik legkozelebbi pontban (a

legkozelebbi pont a hirlabnél van) és dy_; ennek a pontnak a tavolsdga a hurlabtél.

A modellben a hir vizszintesen rezgé komponensét ugyanolyan médon csatolom a
fedlapra, mint a merdlegesen rezgdt, csak olyan sillyal veszem figyelembe, hogy a

mérési eredményt reprodukalja. FEzzel a teljes Fj, értéke a kovetkezonek adodik:

F, = T?/Nq +rzy_1

)
dn-1

ahol r a vizszintesen rezg6 hir csatolasdnak ardanya a merdlegeshez képest. Ez az Fj,

« sz
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3.8. Sugarzasmodell

Ahhoz, hogy a modellezett gitar hangjat meghallgassuk, sziikség van arra, hogy a
szimulalt lemez kitéréseit hangga alakitsuk. Erre az egyik legegyszertibb megoldas,
hogy a fedlap egy adott pontjanak kitérését egyszertien linearisan 6sszefiiggének te-
kintjiik a fedlap altal keltett hangnyomassal. Ez nélkiiloz mindenféle akusztikai meg-
alapozottsagot, de a gitar hangja mégis hallhatova valik. A keletkezé hang azonban
nagyon rossz (ez meghallgathat6é a mellékben, a 5-0s szamu hangfdjl): a magasabb
frekvenciak szinte teljesen hidnyoznak beldle. Erre megoldas, hogy nem a kitérést,
hanem a sebességet (melléklet, 6-os szamu hangfijl), vagy a gyorsulast (mellék-
let, 7-es szamu hangfajl) hasznaljuk a hanghoz. Ezek a megolddsok jobb hangzdst
eredményeznek, de még mindig nem elég jok, ezért élethiibb sugarzasmodellre van

sziikség.

A hang levegében vald terjedése egy nagyon bonyolult folyamat, csak a legegysze-
riibb hangot sugarzé objektumokat fogalmaztak meg zart matematikai formuldkkal
[22]. A beépitett dugattyi* modelljébdl indultam ki. Ez egy olyan rezgé dugattytit
modellez, ami koriil végtelen sik (aminek a normalvektora egybeesik a dugatty ten-
gelyével) vagja kellé a teret. Harmonikus rezgémozgast végzé dugattyu a kovetkezd

hangnyomast hozza létre a dugattyi mozgasi tengelye mentén [22]:
p(r, t) = pclU <1 — 6—jk(\/r2+r§—r)> ej(wt—kr)’

ahol p a hangnyomds, r a pont tévolsdga (ahol a hangnyomdst szamoljuk), p a
kozeg stirlisége, ¢ a kozeghen a terjedési sebesség, Uy a mozgas amplituddja, ry a
dugattyt sugara, w a rezgés korfrekvenciaja és k a hullamszam. Ha az r, értéke r-
hez képest elhanyagolhaté, akkor a kévetkezd kozelitést alkalmazhatjuk (masodfoku

Taylor-soros kozelités):

Ezzel ehhez az egyenlethez jutunk:

p(r,t) = pcly (1 _ 6—j0.5kr§/r) pilt—kr)

4sajnos nem taldltam meg a magyar irodalomban a forditdsat, igy magam forditottam le a
baffled piston elnevezést
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Ha az elsé exponencidlis tag kitevéje kicsi (azaz r nagy, és/vagy k kicsi), akkor

tovabbi kozelitést alkalmazhatunk:

Ezt behelyettesitve, és kihaszndlva az w = ck 6sszefiiggést [22]:

2
T .
7, t) = jpuwly=Led W=,
p(r,t) = jpwlog
Mivel harmonikus regzémozgasrél van szd, az egyenletben taldlhaté Uye/™! tag a
dugattyt sebesség fiiggvénye. Ennek a derivaltja (azaz a gyorsulds), jwUye*! szintén
megtaldlhaté az egyenletben. A gyorsulast (a(t)) behelyettesitve:

2
TS i
p(r,t) = pUOQ—;{e gk a(t).

Ebbdl az egyenletbdl az kovetkezik, hogy a dugattyu tengelye mentén, egy fix tavol-

sagban 1év6 pontban keletkezé hangnyomas a dugattyu gyorsulasaval lesz ardnyos.

Ezt az eredményt felhasznalva a fedlapot sok kis aprd beépitett dugattytuval ko-
zelitettem, a hang terjedési sebességét, és az 1/r-es hangnyomascsokkentd tagot
figyelmen kiviil hagytam, igy végiil a kovetkezd egyszerii Osszefliggést hasznaltam a

fedlap altal keltett hangnyomasra:

p(t) o< D ai(t), (3.14)

ahol a; az egyes fedlap pontok gyorsulasa. Osszehasonlitva a fejezet elején leirt pré-
balkozasokkal, ennek a modszernek jobb a hangmindsége (melléklet, 2-es szamu

hangfajl).
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4. fejezet

A fizikai modell osszehasonlitasa

mért gitarral

Ahhoz, hogy a fizikai modellt 6sszehasonlithassam egy valédi gitarral, a gitdron mé-
réseket végeztem. A mérésekben ko6zos, hogy egy rovid jellel gerjesztem a gitart,
majd mérem a valaszt. Az atviteli karakterisztika meghatarozasahoz dekonvoliciét
alkalmazok: a mért valaszt és a gerjesztést dekonvolvalom, aminek a rendszer impul-
zusvalasza lesz az eredménye. Ezt a jelet Fourier transzformalva megkapom a rend-
szer atviteli karakterisztikajat. A modellezett gitaron ugyanezt a mérést szimulalom
(itt méar nem sziikséges dekonvoliciét alkalmazni, hiszem lehetséges a rendszert egy-
ségimpulzussal gerjeszteni), majd a valasz Fourier transzformaltjat 6sszehasonlitom

a valodi gitaréval.

4.1. Dekonvolicio

Két diszkrét jel (h és u) konvolicidja a kovetkezd mddon szamithaté:

=00

ulk = Y ulilhlk— ]

1=—00
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A miivelet szimbolikus alakja:

Yy =ux*h.

A dekonvolucié a konvolicid inverz miivelete: ismerjiik y-t és u-t, a keresett jel a h.
Linearis invarians rendszerre megfogalmazva a dekonvoliciot: ismerjiik egy rendszer
gerjesztését (u), és az arra adott valaszat (y), keressiik a rendszer impulzusvalaszat
(h). Mivel az id6tartomanybeli konvolicionak a frekvenciatartoményban szorzas felel
meg, a megoldas trividlisnak tiinik: Fourier transzformaljuk y-t és u-t, osszuk el a két

spektrumot egymassal, majd inverz Fourier transzformaciéval kapjuk a megoldast:

hzﬁ?l{ng}. (4.1)

F{u)

Azonban a megoldas ritkén ilyen egyszer(i. Ha .% {u}-nak van nullhelye, akkor azon
a helyen nem lehet .#{h}-t szamitani. Tovabbi problémék is felmeriilhetnek, pél-
déul a jelek dltalaban zajosak. A (4.1) eredménye ilyenkor nagyon rossz is lehet. A
dekonvolicié ,rosszul kondiciondlt” (ill-conditioned) lehet [23]. Ez azt jelenti, hogy
a bemend paraméterek kismértékli megvaltoztatasa a kimenetet nagyban befolya-
solja. Ez a dekonvolicional tényleges problémat okozhat: egy kismértéki additiv
zaj y-n és/vagy u-n teljesen més h eredményt szolgdltathat. Ezért a gyakorlatban

dekonvoliciéra nagyon ritkédn alkalmazzdk a (4.1) egyenletet.

A dekonvoliciénak egy masik megkozelitése a kovetkezo: irjuk fel a konvolicié mi-

veletét matrixszorzassal (N az u elemeinek a szama):

W] 00 0 0
u[l] w[0] 0O 0 0
u[2] w[l] w[0] 0 0
e u[3] u[Z] u[l] O O h
u[N —2] u[N — 3]
u[N —1] [N — 2]
0 u[N — 1]

igy visszavezettiik a dekonvolucié problémajat linearis egyenletrendszer problémara.
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Mivel a u-bél képzett matrixnak (U) tobb sora van, mint oszlopa, az
y=Uh

egyenlet altalaban tulhatarozott, a megoldéast legkisebb négyzetes hiba értelemben

kereshetjiik: keressiik azt a h-t, ami ezt a kifejezést minimalizélja:
|Uh —yl|. (4.2)
Bebizonyithat6 [19], hogy ez akkor minimalis, ha
h=Uly,
ahol U' az U métrix pszeudéinverze:
U’ = (UTu)~uT.

A gyakorlatban ez a mAtrix nem mindig szdmithaté, mivel az UTU métrix (ko-
zel) szinguldris lehet. Ezért (4.2) minimumbhelyét a ,legmeredekebb lejté” (steepest
descent) mobdszerével oldottam meg. Ez egy iterativ eljards, aminek a lényege a
kovetkezé: egy kezdeti h értékbdl kiindulva szamolja a hibat (e), majd h értékét

elmozditja a négyzetes hibafeliilet (ee) negativ gradiensének irdnyaba:

€, = Uh’l -y,

hi+1 = hz - uV(elTel)

A négyzetes hibafeliilet gradiense az e?'e parcialis derivaljaibdl alkotott vektor, ami-
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nek elemei (M az y elemeinek a szama):

dele
ORI — 2(e[0]u[0] + e[L]u[l] + - - - + e[N — 1u[N — 1]),
Oele
o] — 2(eMul0] + ef2lull] 4+ + e[NJulN ~ 1)),
dele
oh[2] = 2(e[2]u[0] + e[3Ju[l] + - - - 4 e[N + 1u[N —1]),
(%S\Ziu = 2(e[M — 1|u0] + e[Mu[l] + - - - + [N + M — 1|u[N — 1]).

A o értéke kulcsfontossagi a modszerben. Ha értéke tul kicsi, akkor a mddszer
lassan talalja meg a minimumpontot. Ha til nagy, akkor oszcillalva kozeliti a mini-
mumpontot (ebben az esetben az is eléfordulhat, hogy a hiba névekszik egy 1épés
alatt). Ezért a megvaldsitott programban p értékét dinamikusan valtoztatom: ha
egy iteracié alatt a hiba csokken, akkor novelem 10%-kal, ha pedig novekszik, akkor

felezem.

4.2. A mérések

4.2.1. Admittancia mérése

A szimuléci6 és a valddi gitar dsszehasonlitasanak egyik modja, hogy Osszevetem az

admittancidjukat. Az admittancia képlete [16]:

Az admittancia mérését a kovetkezOképpen végeztem el: egy gyorsulasmérot rog-
zitettem a hurldbra, majd a gitar testét a hurlabon megitottem egy eré mérésére
alkalmas kalapaccsal. A kalapédcs altal mért jel lathatd a 4.1 dbran, az amplitado-

spektruma pedig a 4.2 abran. Jol lathaté, hogy bar az idofiiggvénye impulzusszert,
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1.2

amplitadé

_0-2 | | |
0 0.5 1 1.5 2

id6 (ms)

4.1. dbra. A gerjesztés idobeli lefolyasa

az amplitidospektruma 1 KHz felett mar kozel sem konstans értéki, sziikség van
a dekonvoluciéra. A sebességet a mérés nem szolgaltatja kozvetleniil, szarmaztatni
kell a gyorsuldsmérd jelébdl: a gyorsulast integralva kaphatjuk meg a sebességet.
Szivargd integratort alkalmaztam, mivel a gyorsulasmérd altal szolgatatott jel DC
komponense nem nulla, igy ha ,sima” integralast alkalmaztam volna, az integréalt
jel ,elmaszott” volna a nullabol. A sebesség idobeli lefolydsa lathato a 4.3 dbran,
az amplitudospektruma a 4.4 abran. Dekonvolvalva a sebességet a kalapacs altal
mért erével, megkapjuk az admittanciat. Ennek idotartoméanybeli lefolyasa lathato
a 4.5 abran, az amplitudéspektruma a 4.6 abran. A 4.7 abran lathaté a dekonvolu-
ci6 hibaja: a jel elején van egy kisebb hiba: a hurldb tranziens mozgésa linearisan
rosszul kozelitheto, de a tranziens utan szinte nulla a hiba. A 4.8 abran lathaté a

hiba amplitidéspektruma.

A 4.9 4bran megtalalhat6 a szimuldlt és a mért gitar admittancidja (az abran a szi-
mulalt gitar értékeit megnoveltem 30 dB-lel, hogy a két gorbe elkiilontiljon egymas-
t6l). Lathat6, hogy béar a spektrumokban vannak ,hasonl6” részek, a médusfrekven-
cidk kilénboznek egymdstol. A mért abran lathaté els6 cstcs (101 Hz) valészinileg
a gitartestben 1év6 levegd rezonanciafrekvencidja, mivel ez egybeesik [20]-ban mért
értékekkel. Ez a cstics a szimuldlt modellben hidnyzik, mivel a modell nem szamol a

hangszer testében 1évo levegovel. A test elsd6 modusfrekvencidja a szimuldlt esetben
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152 Hz, a mért esetben 201 Hz, és a tovabbi médusfrekvenciak is kiillonboznek. Ez
magyarazhatd azzal, hogy a modellezett fedlap kiilonbozik a mért gitar fedlapjatol,
mivel a gitar fizikai jellemz6it (p, E konstansok) sajnos nem volt médom megmérni,
igy [18]-ben kézolt értékeket hasznaltam. Ahhoz, hogy tovabb lehessen elemezni a
problémat, tovabbi mérésekre lenne sziikség: azonositani kellene, hogy a kiilonbo6z6
frekvenciaju rezgésekhez milyen alakzat tartozik (Chladni-dbra). Tovabbé tobb ad-
mittancia mérésre is sziikség volna, mivel az admittanciagoérbékbol hidnyozhatnak

« sz

mo6dus, ami az E hirndl elvégzett gerjesztésnél megvan).

4.2.2. Mikrofonos mérés

A mikrofonos mérésem célja kettds: egyrészt sszehasonlithatom a fedlap- és sugar-
zasmodell impulzusvalaszat a mért eredményekkel, masrészt a mérésbdl szarmazo
impulzusvalaszt felhasznalhatom arra, hogy a fizikai fedlap- és sugarzasmodellt le-
cseréljem nem fizikai alapi modellre: a hturokbdl szarmazé er6hatast nem csatolom
a fedlapra, hanem konvolvalom a mérésbol szarmazé impulzusvalasszal, aminek az
eredménye lesz a modell kimenete. Az els6 méréshez hasonloan, itt is kalapaccsal
gerjesztettem a gitart a hurlabnal. A kalapacs altal mért jel megtalalhato a 4.10
abran, az amplitidospektruma pedig a 4.11 dbran. Hasonléan az elsé méréshez, a
rendszer impulzusvalaszat dekonvoliucidval hataroztam meg: a mikrofon altal felvett
jelet (4.12 és 4.13 abra) dekonvolvaltam a gerjesztés jelével. A dekonvolicié ered-
ménye a 4.14 és a 4.15 dbran lathat6. A dekonvolicié hibaja gyakorlatilag nulla,
abrazolast nem igényel. A fizikai modellben is elvégeztem ugyanezt a mérést, a 4.16

abran megtekintheté a szimuldlt gitar hangnyomas impulzusvalasza.

Ez a mérés tampontot ad a sugarzasmodell minGségének megallapitasahoz. Azonos
abran abrazoltam az admittancia és a hangnyomas spektrumét, a szimuldlt (4.17
abra), és a valds (4.18 dbra) gitar esetében. Az abrédkon az admittancia értékeit
megnoveltem 20 dB-lel, hogy a két gorbe elkiilontiljon egyméstol. A 4.17 abran az
latszik, hogy a hangnyomas spektrumabdl egyes modusok hianyoznak: az admittan-
cidban, 280 Hz és 550 Hz kornyékén is van egy cstcs, ami a hangnyomashol teljesen

hianyzik. Ennek az az oka, hogy egyes modusok szimmetrikusan rezegnek, és emiatt
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(3.14) alkalmazédsakor ezekre a mdédusokra az Gsszeg nulla lesz. Ez azért probléma,
mert valos gitar esetén ilyen hidny nincs, az admittancia Osszes frekvenciacsicsa
megjelenik a hangnyomasban is, ahogy az a 4.18 dbran latszik. Ebbdl azt a kovet-
keztetést vonhatjuk le, hogy a sugarzasmodell nem elég jo, ezen javitani lehet a
késObbiekben.
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5. fejezet

Modell vezérlése

A modell vezérlése egy kottafajl segitségével torténik. A kottafajl tartalmaz minden
informaciot a modellrdl, ill. tartalmazza magat a kottat. Ez a fajl egy kozonséges
szovegfajl, amiben megadott struktira szerint kell tadni a modell paramétereit és a
gitaron elvégzendo6 parancsokat. A fajl formatuma egyszerii, kétféle tipusi elembdl

all. Az els6 tipusi elem a parancs:

parancs pozicid_paraméterl pozicid_paraméter2 {
értékl

érték?2

név_paraméterl

név_paraméter?2

Ez azt jelenti, hogy a parancs nevii parancsot kell végrehajtani. Minden parancsnak
léteznek paraméterei, ezeket név szerint lehet bedllitani a kapcsos zardjelek kozott
Azonban lehetOség van a tomorség miatt bizonyos paramétereket a parancs utdn

kozvetlentl irni, ezek jelentését a felhaszndlé éllithatja be (define-nal).

A masodik tipusi elem a define, amivel egy mar meglévé parancsot lehet rovidebbé

tenni:

define 4j_parancs = parancs {

név_paraméterl = értékl
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Az 4j_parancs nevii parancsot kiadva, a parancs hajtodik végre, a kapcsos zard-
jelek kozti beéllitdsokkal. Ha $<szam>-ot hasznalunk értéknek, akkor az jelenti a
pozici6 paramétert (az értéke nem itt a define-ndl allitédik be, hanem mikor az

@j_parancs-ot kiadjunk, annak a pozicié_paraméter-e fog ide behelyettesitédni).

Példa: létezik egy parancs, a pluck, ami megpenget egy hirt. Ha define-olunk réa

egy rovidebb parancsot, (aminek a neve legyen pl)

define pl = pluck {
string = $1
position = 0.17

akkor a késobbiekben elég leirni, hogy pl E, ami megpengeti a hturt a define-ban

leirt paraméterekkel (a string paraméter értéke "E" lesz).

5.1. Fizikai paraméterek leirasa

A lehetséges parancsok a kovetkezdk:

guitar_string: Hozzdad egy hurt a fizikai modellhez. Paraméterei:

e name: a hur neve

e nNodes: a diszkrét pontok szama

e length: a hur hossza

e tension: a hur feszessége

e linearDensity: a hur linedris stirlisége

e dampingly: a hir frekvenciafiiggetlen csillapitési tényezdje (by), fedlapra me-
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roleges rezgés esetében

damping?2y: a hur frekvenciafiiggé csillapitési tényezéje (be), fedlapra meréleges
rezgés esetében

dampinglz: a hir frekvenciafiiggetlen csillapitési tényezéje (by), fedlappal par-
huzamos rezgés esetében

damping2z: a hur frekvenciafiiggd csillapitasi tényezéje (by), fedlappal parhu-
zamos rezgés esetében

stiffness: a hur merevsége, az E tag a huregyenletben

outputVolume: ha nincs a fizikai modellben fedlapmodell, akkor ez hatarozza

meg a har hangerejét

sound_board: Bedllitja a fedlap paramétereit:

height: a fedlap vastagsidga

density: a fedlap stirlisége

el..ed: a fedlap merevsége, a E;..F,; paraméterek értéke a lemezegyenletben
damping: a fedlap frekvenciafiiggetlen csillapitéasi tényezdje, az R tag a lemez-
egyenletben

dampingX.Y: a fedlap frekvenciafliggé csillapitési tényezoi, ahol X lehetséges

értékei 1, 3 és 4, Y lehetséges értékei r1, s1, r2 és s2
deltaSpatial: a diszkretizalt fedlap racspont tavolsaga
outputVolume: a fedlap hangereje

sound_board_boundary: Hozzdad egy peremet a fedlaphoz. Paraméterei:

condition: a peremfeltétel, lehetséges értékei clamped, simply_supported és
free
segments: a perem geometridja: értékét []-k kozott kell megadni. A geometriat

paros szamu szammal kell definidlni, ahol a szomszédos szamparok a perem

tortvonaldnak (z;y) koordinatai

sound_board_area: Definidl egy fedlap részteriiletet, aminek megvéltoztatja a fizikai

paramétereit (ezzel lehet pl. a hirlab helyét, és fizikai paramétereit beéllitani)

height, density, el..e4: mint a sound_board-nal
segments: a teriilet pereme, értékét ugyanolyan modon kell bedllitani, mint

sound_board_boundary-nal

attach_string: Hozzakot egy hurt a fedlaphoz. Paraméterei:
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e string: a hir neve, amit hozza kell kétni a fedlaphoz

e x, y: a koordinata a fedlapon, ahova kell kétni a huart

e parallelCoupling: szorzészam a hur csatolasanak erejére, a fedlappal parhu-
zamosan rezgé komponensre vonatkozik

e perpendicularCoupling: szorzészam a hur csatolasanak erejére, a fedlapra

merolegesen rezgd komponensre vonatkozik
sound_board_impulse_response: Bedllitja a fedlap impulzusvalaszat
e file: egy wav fajl neve, ennek kell tartalmaznia az impulzusvélaszt

A modell haromféleképpen tud miikddni: ha nincs bedllitva se sound_board, se
sound_board_impulse_response, akkor a hurok kitérésének osszege lesz a kimenet.
Ha sound_board be van allitva, akkor fizikai fedlapmodell szamolédik. Ha nincs
sound_board bedllitva, de sound_board_impulse_response igen, akkor a modell

kimenete hurok kitérése konvolvalva a megadott impulzusvalasszal.

5.2. A kotta leirasa

A kottaban a parancsok kiadasdnak idejét az idévaltozd hatarozza meg. A kotta
elején ez az id6 nullardl indul, majd az advance parancs hatasara megy elore. Minden
kiadott kotta parancs arra az idépontra regisztralédik be, amennyi ennek az id6

valtozénak az aktudlis értéke.
A lehetséges parancsok a kovetkezok:
bpm <érték>: bedllitja a percenkénti iitemszamot a megadott értékre

advance <érték>: eléremozditja az idot. Kétféle paramétere lehet: ha a/b alakd,
akkor az iitemnek a/b részével mozditja elére az idét. Ha nem ilyen alaki, akkor az

<érték> masodpercet jelent

A kovetkezokben leirt parancsokhoz lehet deltaid6 prefixet tenni: ez azt jelenti, hogy
a parancs ideje nem pont az aktualis id6, hanem a prefixszel médositott érték. Tehat

példaul, a

-1/4 pl E
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parancs egy negyed titemmel korabban fog végrehajtédni, mint a tobbi koriilotte
1év6, prefix nélkilli parancs. Ez a funkcionalitds akkor jon jol példaul, ha a hurt
pengetés elott le kell fogni. A pengetésnek titemre kell torténnie, a lefogasnak pedig
egy ,,picit” hamarabb. Erre szolgdl a prefix id6, igy nem kell az egy hanghoz tartozo

lefogas és pengetés parancsot advance-szal ,kettétorni”.
A gitaron valé jaték parancsai a kovetkezok:

pluck: megpendit egy hurt. Paraméterei:

e string: a hir neve, amit meg kell penditeni

e position: a pengetés kozepe, a hir hosszanak ardnyaban (pl. ha értéke 0.33,
akkor a hirt a harmadéandl fogja megpengetni, a hirldabhoz kozelebb)

e width: a pengetés szélessége, a hir hosszanak aranyaban

e attackTime: a pengetés t,e,; értéke

e sustainTime: a pengetés t; értéke

e releaseTime: a pengetés . értéke

e force: a pengetés ejere
addFretting: lefog egy hurt. Paraméterei:

e string: a hir neve, amit le kell fogni

e fret: az érinto szama, ahol a hurt le kell fogni

e attackTime: a lefogds t;.5 értéke

e dampingl: a lefogas frekvenciafiiggetlen csillapitasi tényezoje
e damping?2: a lefogas frekvenciafiiggd csillapitasi tényezdje

e force: a lefogds ejere

removeFretting: felenged egy hurt. Paraméterei:

string: a hir neve, amit fel kell engedni

e fret: az érinté szdma, ahonnét a hurt fel kell engedni

releaseTime: a lefogas t.; értéke

dampingl: a felengedés frekvenciafiiggetlen csillapitasi tényezéje

damping?2: a felengedés frekvenciafiiggd csillapitasi tényezéje
slideFretting: elcsisztat egy lefogast egy hiron. Paraméterei:

e string: a hir neve, amin a cstusztatast végre kell hajtani

e fret: az érintd szama, ahonnét csusztatni kell
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targetFret: az érintd szama, ahova csisztatni kell

time: a csusztatas idohossza

addDamping;: csillapitast tesz egy hurra. Paraméterei:

string: a hur neve, amire a csillapitast tenni kell

position: a csillapitas kozepe, a hur hosszanak ardnyaban

width: a csillapitas szélessége, a hir hosszanak aranyaban

attackTime: ennyi id6 alatt keriil ré4 a hurra a csillapitéas, linedrisan interpo-
lalva

sustainTime: ennyi ideig fog rajtamaradni a huron a csillapitas
releaseTime: ennyi id6 alatt fog lekeriilni a csillapitds a huarrél, linearisan
interpolalva

dampingl: a frekvenciafiiggetlen csillapitasi tényezdoje

damping?2: a frekvenciafiiggé csillapitasi tényezdje

Az E. fuggelékben taldlhaté egy példa kottafdjl.
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6. fejezet

Ertékelés, tovabbfejlesztési

lehetoségek

A diplomaterv célja fizikai modellen alapul6 akusztikus gitar szintetizator létrehoza-
sa volt. Ehhez sziikséges volt a gitar felépitésének megismerése, majd az egyes elemek
fizikai modellezése. Az irodalom felhasznéalasaval elkészitettem a hir modelljét, ami
egy parcialis differencialegyenleten alapul. Az egyenletet véges differenciak modsze-
rével oldottam meg, ami egy lényeges ponton eltér a megszokottol: a hurt egye-
netlen moédon diszkretizaltam, hogy az érintok feletti pontok elhelyezkedése pontos
lehessen. Megvizsgaltam a modszer stabilitasi kritériumat, amiben az irodalomban
szokasostol eltérden figyelembe vettem a csillapitasért felelos tagokat is. Vizsgaltam
a diszkretizalt egyenlet numerikus diszperzidjat, és megallapitottam, hogy a gitar
modellezésében nem jelent problémaét. A hur paramétereinek (merevség, csillapité-
si egytitthatok) megéllapitasihoz méréseket végeztem. A kiilonféle jatéktechnikakat
intuitiv médon modelleztem. A modellezett jatéktechnikak korét boviteni lehet: ke-
zelni lehetne a hir nyujtasat (a feszitéeré megnovelésével), és a fedlapra titést is. A
hur csatolasat a fedlapra elnagyoltan kezeltem, itt tovabbfejlesztési lehetGség lehet,
hogy modelleziik a hirok kozti csatolast, ami azért 1ép fel, mert a hiarok egy koézos

testre (a hurldbra) vannak rogzitve.

A gitar fedlapjat a Kirchhoff-Love-féle lemezelmélet segitségével modelleztem, ami-

nek az egyenletét véges differencidk mddszerével oldottam meg. Osszehasonlitottam
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az irodalomban talalhat6 adatokkal a szimuldlt lemezmodellt, hogy ellenérizhessem
annak helyességét. Emellett méréseket végeztem a gitaron, hogy Osszevethessem a
szimulalt gitar jellemz6it a valds gitaréval. A gitartest modelljének egy kézenfekvo
tovabbfejlesztési lehetdsége, hogy modellezziik a test tovabbi részeit: az oldalfalat,
hatlapot, és a legfontosabbat, a gitar testében 1évo levegdt. Készitettem hangnyomas
modellt a fedlaphoz, amirdl az analizis soran kideriilt, hogy tulzo egyszertsitéseket
tartalmaz, mert a fedlap altal kibocsatott hangok egy részét eltiinteti”. Tehat a

sugarzasmodellen egyértelmiien fejleszteni lehet a jovoben.

Megterveztem egy gitarra szabott kottaformatumot, amivel a modell minden para-
méterét allitani lehet, és képes egy gitdrra irt zenemi leirdsara. A modellt futtato
szintetizatorprogramot C++-ban implementaltam. A teljes modell szamitéasi igénye
nagy, ezért nem fut valés idében. Ugyanakkor, ha csak a hurmodell aktiv, akkor a
szimulacié képes valds idoben futni, ami segit abban, hogy a felhasznalé a kottat
megirja (a kotta médositasa utan nem sziikséges varni a eredményre, hanem azonnal

meg lehet hallgatni).

A modell altal kibocsatott hang minsége nem tokéletes (mellékletben meghallgat-
haté, a 2-es szamu hangfjl). Egyértelmiien gitdrszer®, de nincs szép hangja. Ennek
elsodleges okai az egyszerl sugarzasmodell, és az, hogy a gitar testében rezgo leve-
g6t nem modellezem. A nem megfelelé hangmindségnek tovabbi oka lehet a fedlap
paramétereinek nem megfelel6 megvalasztasa: a tapasztalat azt mutatja, hogy ezek
nagyon befolyasoljak a kiadott hang mindségét. Megvaltoztatva az er6sité bordazat
geometridjat, teljesen atalakulhat a kiadott hang spektruma (erre egy példa a 3-as
szamu hangfajl a mellékletben): bizonyos bordazatok ,csilingelé”, mésok ,,doboz”
jellegli hangot okoznak. Az tovabbi kutatas targya lehet, hogy a fedlap paraméte-
rei milyen modon befolyasoljak a hangot. Kifejleszthet6 lehetne egy approximacios
eljaras, ami egy referencia fedlap impulzusvalasza alapjan megprébalnéd a szimuldlt

fedlap paramétereit tgy beallitani, hogy az minél jobban hasonlitson a referenciara.

A modell altal kibocsatott hang mindségének javitasara adok egy megoldast: a fedlap
fizikai modelljét lehetéség van kicserélni egy mért gitar hangnyomas-impulzusvalaszara.
Ennek a megoldasnak jobb a hangminésége (melléklet, 4-es szamu hangfajl), de még
ez sem kielégité (aminek egyik f6 oka az, hogy az impulzusvalaszt szolgaltatd gitar

is rossz mindségil).
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A. figgelék

Derivaltak kozelitése

A.1. Elsorendu derivalt kozelitése nem centralisan

Az f figgvény Taylor sora x koriil kifejtve:
flz+Az) = f(z) + f'(x)Az + O(Az?).

Az egyenletbdl f’-et kifejezve a kovetkezot kapjuk:

Fe) =10 F AA‘? —I0) Lo,

A.2. Elsorendu derivalt kozelitése centralisan

Az f figgvény Taylor sora x koriil kifejtve:
f(z — Az) = f(x) — f'(2)Az + f"(z)A2? + O(Az?),
flz+ Az) = f(z) + f'(x)Az + f'(2)Ax* + O(Ax®).
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Az egyenletekbdl f'-et kifejezve a kovetkezot kapjuk:

flx 4+ Azx) — f(z — Ax)

flz) = AL +0(AZ?).

A.3. Masodrendu derivalt kozelitése centralisan

Az f figgvény Taylor sora x koril kifejtve:

flz+ Az) = f(x)+ f'(z)Ax + fﬂéx)AmQ + f”’6(x) Az® + O(Ax?),

fle = Az) = f(x) — f'(x)Ax + fﬂéx)A:ﬁ — fm6<x>Ax3 +0(Az?).

A két egyenletbdl f”-et kifejezve a kovetkezot kapjuk:

flz+Az) —2f(x) + f(z — Az)
Ax?

(@) = +O(Az?).

A.4. Masodrendii derivalt kozelitése, altalanos eset

Az f figgvény Taylor sora x koriil kifejtve:

/" ()
2

flx+ Azx) = f(x) + f(x2)Ax + Ax? + O(Ax?).

Ezt a képletet harom kiilonb6z6 Az-re felirva a kovetkezot kapjuk:

F(z + Azy) — O(Ax) 1 Az 28] [ f(a)
flx+ Axy) —O(Az3)| = |1 Azy 2| | f(x)
flz + Azs) — O(Azd) 1 Azg 25| f(x)

8
NIV

Lo DO
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A deltdkbdl képzett 3x3-as matrixot invertalva f”-re a kovetkezot kapjuk:
() = ( flx+ Azy) — O(Az?)
N (ALBQ — Al‘l)(Al'g — A[L’l)
f(x+ Azsy) — O(Axd)
(Al’l — AiL‘Q)(AiL‘g — AiL'Q)
f(@ + Azs) — O(Ax3) )
(A:L’l — Al’g)(AlL’g — Al’g) .

Legyen Azy = 0, Az; < 0 < Azxs, d_y = —Axy, dy = Axz, E pedig abszolit
értékben legnagyobb Az. Ekkor:

" o f(l" - d—l)
fle) = 2(611—1(d0 +d_y)

f(x)
i (A1)

f(x + do)
(d_1 + do)dy

) + O(E).

Megjegyzés: ebbe az eredménybe behelyettesithetnénk a centralis esetet is (d_; =
dy = Az), az eredmény ugyanaz lenne, mint a A.3. fejezetben, csak a hiba becslése

lenne rosszabb (itt a hiba linearis, A.3-ben pedig négyzetes).

Haa Ax; =0, Axy = —At és Axz = —2At helyettesitéssel élink, akkor a kdvetkezo
eredményt kapjuk (retrograd differencia):

f”(t) _ f(t) B 2f(t _2;) + f(t — QAt) + O(At)
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A.5. Negyedrendii derivalt kozelitése centralisan

Az f fiuggvény Taylor sora x koril kifejtve:

flx+ Az) = f(x) + f'(z)Ax —i—f”( )Ax2+wAa:3

2 6
f////(x) 4 f/////(x)

A
Ty 2T T g

Ax® + O(Ax"),

I0) gt 7" p g0
6

flx+2Ax) = f(z) +2f (x) Az + 4

f////( ) f/////(x) 5 6
Azt +2 A A
o + 25 150 x’ + O(Az®),

Ax* +9

+ 16

flo— Az) = f2) — f@)ae+ L a2 - L0 p s

2 6
f////(x) 4 f/////(x)
o A 120

Az’ + O(Ax"),

flx —2Ax) = f(x) — 2f'(z)Ax +4f,/£ )A:UQ—QL(:C)A:E‘?’

6
f////(x) A f/////( )
120

4
-2
o T 5

+ 16

Az® + O(Az®).

Az egyenletekbdl f""-et kifejezve a kovetkezot kapjuk:

flr+2Az) —4f(x + Ax) +6f(z) —4f(z — Azx) + f(x — 2Ax)

f//// (x) — AIA

+O(Ax?).

A.6. Negyedrendii derivalt kozelitése, Altalanos eset

Az f figgvény Taylor sora x koril kifejtve:

flx+ Az) = f(z)+ f(z)Ax + f”éx)sz + fméI)Ax + fﬂ;( )A 4 O(AxY).
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Ezt a képletet 6t kiillonbozé Ax-re felirva a kévetkezdt kapjuk:

flz+Az) —0AzD)]  [1 Axy A;% ATI% %- [ (@) ]

f(z + Axg) — O(Ax3) 1 Az, A;% ng AT? f'(x)

flo+Azg) —O(AZ))| = |1 Azy 25 Az A5l gy | (A.2)
f(z + Axy) — O(Ax]) 1 Axy A;Q ATmi AT? 1" (x)

fle+Azs) —0(Azd)| (1 Az 25 25 85| pry))

A deltakbol képzett 5x5-0s matrixot invertalva f”"-re a kovetkezét kapjuk:
flx + Azy) — O(Ax?)

(A.Z'Q — A$1)(A$3 — Axl)(Ax4 — A$1)(A$5 — Al’l)
f(x + Axy) — O(Ax3)

(A.Tl — A.TQ)(A.T3 — AI‘Q)(A.T4 — AZJQ)(A.T5 — Al’z)
f(x+ Azz) — O(Ax))

(AZEI - AZEg)(AZEQ - AZE‘3)(AZE4 - AZE‘g)(AZE‘5 - AZL’g)
f(x + Azy) — O(Aa})

(AZL’I — AZE4)(AZE2 — AZL’4)(AZL’3 — AZL’4)(AZL’5 — AZL’4)
f(x+ Azs) — O(Ax?) >

(Al‘l — A$5)(Al‘2 — A$5)(Al‘3 — A$5)(Al‘4 — Al‘5) ’

n—

_|_

+

_|_

+

Legyen Axz =0, Ary < Axry <0< Axy < Az, d_o = —Axy + Axo, d_1 = — Ao,
dy = Axy, di = Axs — Axy, E pedig abszolit értékben legnagyobb Az. Ekkor:

" _ f(.CE - d_l — d_g)
7@ =2 T et s T ) T A )

- f([L' — d_l)
d2d 1(do+ d_1)(do + di +d1)

N f(z)
(d_y + d_2)d_1do(dy + dy)

_ f(.l' + do)
(A1 +ds+do)(dy + do)dods

f(l‘+do+d1) >
O(E).
T datdot d)datdotd)dotdna) T OE)

_I_

Megjegyzés: hasonléan f”’-hez, f”-t is ki lehet fejezni (A.2)-bdl, ezaltal pontosabb
kozelitést érhetiink el (A.1)-ndl (O(F) helyett O(E?) a kozelités hibdja).
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B. fiiggelék

Huregyenlet diszkretizacidja

Hasznéljuk a kovetkez6 jeloléseket (z; az i-edik pont koordinataja):

wt = w(x;, mAt),

di = Tip1 — T

Az A. fuggelékben leirt kozelitések segitségével a kovetkezo osszefiiggések irhatoak
fel a (2.5) egyenletben 1évé tagokra:
0?w(x,t) wa”l — 2w+ w"
oz At? ’
w(z,1) ~9 wiy _w 1 Wit
8.732 di—l(di -+ di—l) di—ldz’ dz(dz -+ di_1> ’

Ow(x,t) wi—w!
o At
Fw(z,t) 2 < wity — wiy! wi" —wi"! i Wit —wﬁf)
otox? T At \di_y(d; + di_y) di_1d; di(d; + di_y) )
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Otw(x,t) N24< wiy
ort T T\ di_o(diy + dis)(di + diy + di—o)(d; + diq + di_y + di_s)

wm

di—od;—1(d; + d;— 1)( +dig1 +diq)
w;"

+
(dimy + di—g)di—1d;(d; + diy1)

) wll,
(dicy +di—g + d;)(di—1 + d;)didiq

wm
4 i+2 )
(dicy +di—o +di +digr)(dimy +di + dig1)(di + dig1)disa

Az (2.5) egyenletbe helyettesitve a kozelitéseket, és w!"™-t kifejezve a kovetkezd

Osszefiiggésre jutunk:

-~ —24EIA
W

‘ Bl pdi—o(di—y + di—o)(d; + di—1 + d;—2)(d; + diy1 + di—1 + d;—2)
o <2At(TAt + puby) 2UEIAL )
pdi 1 (dioy +di) — pdi—odi 1 (ds + di—1)(di + diy1 + di—1)

2AL(T At + ub —24FIAt?
+w§”<2—blAt— (TAL+ jibs) )

pd;i—yd; p(di—o + di—1)d;i—1di(d; + dit1)

[ 20T At + pbsy) 24ETAt?
+ w;y

pd;(di— + d;) p(dicy +di—o +d;)(dimy + d;)didigq
—24FEIAt?
p(dioy + dig + d; + digr)(diy + di + dir)(ds + digr)dia
—2by At

m—1 2

T 1 d)

m
+ Wito

2by At
ot (—1+b1At+ 2 >

di—ldi

-l —2by At
Fdi(diy 4 d;)
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C. fuggelék

Masodfoktu fiuggvény gyokei

abszolutértékének < 1 feltétele

Tekintsiik a 2% + bz + ¢ = 0 egyenletet. Kérdés, hogy milyen b és ¢ értékekre lesz
igaz az Osszes gyokre, hogy || < 1. Az egyenlet gyokei:

B —b+Vb? —4c
— 5 _

X

Ha b —4c > 0 és b > 0, akkor ennek az egyenlétlenségnek kell igaznak lennie:

b VP e

2 — ?

amibdl ez a feltétel szamolhatd:
c>b—1,b<2.

Hasonléan, ha b? — 4c > 0 és b < 0, akkor ennek az egyenlétlenségnek kell igaznak

—b+ Vb? —4c 1

2 Y

lennie:

amibdl ez a feltétel szamolhato:

c>—b—1,b> 2.
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Ha b? — 4c < 0, akkor ennek az egyenlétlenségnek kell igaznak lennie:

| — b+ jvidce —b?| 1
2 — )

amibdl ez a feltétel szamolhato:
c<1.

A hérom eset unidja adja a megoldést: |c| < 1 és ¢ > [b] — 1.
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D. fiiggelék

Huregyenlet erositési tényezojének

c > |b| — 1 vizsgalata

A huaregyenlet stabilitas vizsgalatanal a kovetkezo Osszefiiggésre jutottunk:

b= —2K;cos(2w) — 2K, cos(w) — Ky,

c=—2K;cos(w) — K4, = 0.

Kérdés, hogy milyen K 5 mellett teljesil a ¢ > |b] — 1 egyenlStlenség (barmilyen
w mellett). Helyettesitsitk be az egyenl6tlenségbe a b és ¢ tagokat, majd forditsuk
meg az egyenlOtlenséget. Azaz azt vizsgaljuk, hogy mikor lehet w-nak olyan értéke,

amikor a forditott egyenlétlenség igaz, tehat a rendszer instabil.
—2K5cos(w) — Ky < | — 2K cos(2w) — 2K cos(w) — Ka| — 1.
Jeloljiik s-sel az abszolut értékben 1évo tag eldjelét:
s = sgn(—2Ky cos(2w) — 2K cos(w) — K3). (D.1)

Hasznaljuk fel s-et az abszolut érték kivaltasara, és rendezziik at az egyenletet. Ezzel

a kovetkezore jutunk:
—Ky+ Kos+1 < —2K(cos(2w)s — 2(K1s — K3) cos(w). (D.2)
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Az egyenlétlenséget csak a jobb oldal lokédlis maximum helyein kell megvizsgélni,
mivel ha ezekben a pontokban az egyenlotlenség nem igaz, akkor semmilyen w mel-
lett sem lehet igaz. Tehat keressiik azokat az w értékeket, ahol jobb oldal derivéltja
0-t vesz fel:

4Ky sin(w) cos(w)s + (K1s — K3) sin(w) = 0. (D.3)

Az els6 lehetséges zérus helyek azonnal latszanak: w = kw. Helyettesitsiik be ezt

(D.2)-be:
—Ky+ Kys + 1 < —2Kjcos(2km)s — 2(Kys — K3) cos(km).

Ez az egyenlGtlenséget a cos periddikussiaga miatt csak két & értéknél kell megvizs-
galni. Helyettesitsitk be a k = 0,1 értéket (D.1) és (D.2)-bel k& = 0 eset:

S = sgn(—ZKg — 2K1 — Kg),

—Kj+ Kos+ 1< —2Kyps — 2(K18 — Kg)
Behelyettesitve s-et az egyenldtlenségbe, a kovetkezot kapjuk:
—Ki+1-2K5< ‘ —2K0—2K1—K2|

Ez az els6é eredmény: ha ez igaz, akkor az egyenlet nem stabil. A £ = 1 esetet

hasonléan lehet levezetni, a feltétel a kovetkezének adodik:
—K4+]_+2K3 < | —2K0+2K1—K2|

(D.3)-nek lehetnek tovabbi zérushelyei: osszuk el az egyenletet sin(w)-val, és rendez-

ziik cos(w)-ra:

Kls - K3
=———". D4
cos(w) =~ (D.4)
Ez az 0sszefliggés akkor teljesithetd, ha:
K18 - K3
— <1 D.5
‘ 4K08 ( )
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Ekkor az (D.3) egyenletnek tovabbi zérushelyei vannak. Helyettesitsiik be (D.4)-t
(D.1)-be és (D.2)-be:

K? - K2
§ = sgn (14[(03 + 2K, — K2> , (D6)
<K18 — K3)2

—K4 + 14+ KQS < + QKOS. (D?)

4K05
Ennek az esetnek az ellenorzése a kovetkezd: el6szor kiszamoljuk s értékét (D.6)
alapjan. Ezek utén ellen6rizzik, hogy (D.5) igaz-e. Ha igen, akkor ellenérizziik, hogy

(D.7) igaz-e. Ha igen, akkor az egyenlet nem stabil. Ha a felsorolt Osszes feltétel

hamisnak bizonyul, akkor az egyenlet stabil.
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E. fuggelék

Egy példa kottafajl

Ez a kottafdjl egy akusztikus gitar fizikai paramétereit, és a ,,Dust in the wind” cimi

zeneszam elsé négy iitemét tartalmazza:
//

// fizikat paraméterek

VZ

define gs = guitar_ string {
length = 0.65
dampingly = 0.5
damping2y = 0.0008
dampinglz = 0.5
damping2z = 0.0008
outputVolume = 2

}

gs {
name = E
nNodes = 300
tension = 92.819
linearDensity = 0.0080876
stiffness = 0.00014

}

gs {
name = A
nNodes = 300
tension = 113.5751
linearDensity = 0.0055583
stiffness = 0.00014

}

gs {
name = D
nNodes = 300
tension = 122.7168
linearDensity = 0.003368
stiffness = 0.00014

}

gs {
name = G
nNodes = 250
tension = 125.2231
linearDensity = 0.0019288
stiffness = 0.00014

}

gs {
name = B
nNodes = 200
tension = 79.9092
linearDensity = 0.00077539
stiffness = 0.00016

}

gs {
name = e
nNodes = 200
tension = 72.6336
linearDensity = 0.00039555
stiffness = 0.00004

}
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sound__board {
height = 0.0029
density = 350

el = 10.2e9

e2 = 0.6e9

e3 = 0.9e9

ed = 2.4e9

damping = 7
dampingl.rl = 8.18e—3
dampingl.sl = 3.2e3
dampingl.r2 = 10e—3
dampingl.s2 = 50.2e3
damping3.rl = 16.7e—3
damping3.s1 = 1.1e3
damping3.r2 = 70e—3
damping3.s2 = 50.2e3
damping4.rl = 15.2e—3
damping4.s1 = 1.75e3
damping4.r2 = 35e—3
damping4.s2 = 50.2e3

outputVolume = 0.003
deltaSpatial = 0.01

sound__board__boundary {
condition = clamped
segments = [
—0.25 0
—0.2493 —0.0179

~0.2493 0.0179
—0.250
]

sound__board boundary {
condition = free
segments = [
0.0569 0 0.0601 —0.0159

0.0601 0.0159 0.0569 0

]

¥

// bridge

sound__board__area {
height = 0.006
density = 400

el = 0.96e9

e2 = 0.6e9

e3 = 10.8e9

ed = 3.34e9

segments = [ —0.115 —0.06 —0.090 —0.06 —0.090 0.06 —0.115 0.06 —0.115 —0.06 |
}
// strut

sound__board__area {
height = 0.014
density = 400

el = 1.2e9
e2 = 0.72e9
e3 = 15e9

e4 = 3.6e9

segments = [ 0.17 —0.13 0.16 —0.13 0.16 0.13 0.17 0.13 0.17 —0.13 ]

// strut z1

sound__board__area {
height = 0.014
density = 400

el = 1.2e9
e2 = 0.72e9
e3 = 15e9

e4 = 3.6e9

segments = [ 0.08 0.10 —0.15 —0.17 —0.16 —0.16 0.07 0.11 0.08 0.10 ]

}

// strut z2

sound_ board__area {
height = 0.014
density = 400

el = 1.2e9
e2 = 0.72e9
e3 = 15e9

e4d = 3.6e9

segments = [ 0.08 —0.10 —0.15 0.17 —0.16 0.16 0.07 —0.11 0.08 —0.10 ]

define as = attach_ string {
parallelCoupling = 1
perpendicularCoupling = 1

as { string = E x = —0.1025 y = 0.025 }
as { string = A x = —0.1025 y = 0.015 }
as { string = D x = —0.1025 y = 0.005 }
as { string = G x = —0.1025 y = —0.005 }
as { string = B x = —0.1025 y = —0.015 }
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as { string = e x = —0.1025 y = —0.025 }

define af = addFretting {
string = $1
fret = $2
attackTime = 0.04
dampingl = 100000
force = 8

define rf = removeFretting {
string = $1
fret = $2
releaseTime = 0.03
dampingl = 100000

define pl = pluck {
string = $1
position = 0.17
attackTime = 0.01
sustainTime = 0.01
releaseTime = 0.0
force = 2

//
// a kotta
V

bpm 93;

—1/8 af A 3;

—1/8 af B 1;
pl A; pl B;
advance 2/4;

—1/8 af D 2;
pl D;
advance 1/4;

pl G; advance 1/4;

pl A; advance 1/4;
pl B; advance 1/4;
pl D; advance 1/4;
pl G; advance 1/4;

—1/8 rf B 1;
pl A; pl B;
advance 2/4;

—1/8 af D 2;
pl D;
advance 1/4;

pl G; advance 1/4;

pl A; advance 1/4;
pl B; advance 1/4;
pl D; advance 1/4;
pl G; advance 1/4;

—1/8 af B 3;
pl A; pl B;
advance 2/4;

—1/8 af D 2;
pl D;
advance 1/4;

pl G; advance 1/4;

pl A; advance 1/4;
pl B; advance 1/4;
pl D; advance 1/4;
pl G; advance 1/4;

—1/8 af B 1;

—1/8 rf B 3;
pl A; pl B;
advance 2/4;

—1/8 af D 2;
pl D;
advance 1/4;

pl G; advance 1/4;

pl A; advance 1/4;
pl B; advance 1/4;
pl D; advance 1/4;
pl G; advance 1/4;

101



